
Похідна 
         — це величи  , щ    р ктеризує шви к сть зм  и фу кц ї. Виз  ч ється 

як гр  иця в    ше  я прир сту фу кц ї    прир сту її  ргуме ту, к ли прир ст 

 ргуме ту прямує     уля (якщ  т к  гр  иця  с ує).  р цес з     же  я п      ї 

  зив ють  ифере ц юв   ям. 

 

Таблиця похідних 

 

Функція Похідна 

Степенева функція 
y c  (const ) 0y   

ny x , n  
1ny n x     

Частинні випадки, що часто зустрічаються 
y x  1y   

2y x  2y x   

y x  1

2
y

x
   

1
y

x
  2

1
y

x
    

Показникова функція 
xy a , 0a   lnxy a a    

xy e  
xy e   

Логарифмічна функція 

logay x  1

ln
y

x a
 


 

lny x  1
y

x
   

Тригонометричні функції 

siny x  cosy x   
cosy x  siny x    

y tgx  
2

1

cos
y

x
   

y ctgx  
2

1

sin
y

x
    

Приклад. 
5 3y x  

3

5y x ;  

3 2
1

5 5
2 5 2
5

3 3 3 1 3 1

5 5 5 5
y x x

x
x

 
        

. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/Функція_(математика)
https://uk.wikipedia.org/wiki/Границя
https://uk.wikipedia.org/wiki/Аргумент
https://uk.wikipedia.org/wiki/Границя_(математика)


 

Правила диференціювання (вл стив ст  п      ї) 

 

    пр вил ми  ифере ц юв   я р зум ють пр вил  з     же  я п      ї суми, 

р з иц ,   бутку, ч стки фу кц й,   т к ж скл  е  ї фу кц ї. 

1)     c f x c f x     – ст лий м  ж ик м ж   ви  сити з  з  к п      ї. 

Рек ме  ується т к р бити з вж и,   же ця   я спр щує з     же  я п      ї. 

2)         f x g x f x g x      –  п       в   суми чи р з иц  – це сум   б  р з иця 

п     и  фу кц й-     к в. 

3)             f x g x f x g x f x g x        –  п         бутку. 

4) 
 
 

       

 2

f x f x g x f x g x

g x g x

      
 

 

 –  п       ч стки. 

5) Скл  е   фу кц я:         f g x f g x g x
    .  ри з     же    п      ї 

скл  е  ї фу кц ї перем  жують п       ус   фу кц й, щ  в   ять    скл  е  ї фу кц ї зі 

збереженням вигляду аргументів цих функцій. 

Приклади: 

1) 2 siny x x   ; 

     
1 1

2 sin 2 sin 2 cos
2 2

y x x x x
x x

           . 

2) 
3y x tgx  ; 

     3 3 3 2 3

2

1
3

cos
y x tgx x tgx x tgx x tgx x

x

             . 

3) 
2

cos

x

y
x

 ; 

     
2 2

2 cos 2 cos 2 ln 2 cos 2 sin2

cos cos cos

x x x xx x x x x
y

x x x

          
     

 

 

2

2 ln 2 cos 2 sin

cos

x xx x

x

   
   б  2

ln 2 cos sin
2

cos

x x x
y

x

 
   . 

Щ б   вчитися з     ити п     у скл  е  ї фу кц ї, п тр б  , в першу чергу, 

  вчитися виз  ч ти п ря  к «вкл  е  ст » фу кц й, т бт  виз  ч ти, як  фу кц я є 

з в  ш ь ю,   як  — в утр ш ь ю. Для п ч тку р  им  пере  з     же  ям п     и  

р зписув ти з    п м г ю  уж к, як  фу кц я   є    який  ргуме т. 

 

Приклади з     же  я п      ї скл  е  ї фу кц ї: 

1) 
22y x  . Тут м ж    пис ти «вкл  е  сть фу кц й»   ступ им чи  м: 

 степе ев  фу кц я (к р  ь)   є    суму  
1

2 22y x  . 

З     им , в першу чергу, п     у з в  ш ь ї фу кц ї.  



В    степе ев , т му з ст с вуєм  в  п в   е пр вил : 

     
 

 
1 1

1
2 2

1 1

2 2


        

 
 

Тут    –  п       в утр ш ь ї фу кц ї, як  м же бути в св ю чергу скл  е  ю.  

 22 2x x


  . 

Отже, 2 2

1
2

2 2 2

x
y x

x x
   

 
. 

2) 
2x

y tg
x

 
  

 
 

Тут легк  зр зум ти, щ  з в  ш ь ю є фу кц я т  ге с,  ргуме т як ї – ч стк . 

   

 
2

2 2

2 21 2 1

2 2
cos cos

x xx

x x

x x
y

x x

x x

     
      

    
   
   

 

 
2

2 2

1
2 ln 2 2

1 2 2ln 2 12

22 2
cos cos

x x
x

x x

x
xx

x xx

x x

   
 

   
   
   
   

. 

 

 

Похідні вищих порядків 

Р згля ем  п     у в   п      ї – п     у  руг г  п ря ку. Її п з  ч ють y . 

Наприклад: y x . 

 
1 1 1

1
2 2 2

1 1 1

2 2 2
y x x x x

x

 
 

        
 
 

; 

 
1 1 3

1
2 2 2

3

1 1 1 1 1 1

2 2 2 42 4
y y x x x

x x

   
                             

. 

А  л г ч   м ж   з  йти п     у треть г , четверт г  т  n-г  п ря к в. 

 

Рівняння дотичної 

 

Р згля ем   еяку фу кц ю  y f x    п бу уєм  її гр ф к.  

 



 
 

 ряму, щ  перети  є гр ф к фу кц ї у  в   т чк  ,   зив ють с ч  ю. Гр  ич е 

п л же  я с ч  ї   зив ють дотичною – в    в  п в   є м ксим ль  му зме ше  ю 

  вжи и в  р зк  м ж т чк ми перети у. Д тич   (п з  че   черв  им к ль р м) 

пр    ить через    у т чку гр ф к  фу кц ї  y f x . 

Р в я  я   тич  ї у т чц   0 0;M x y  гр ф к  фу кц ї м є вигля :   

   0 0 0y y y x x x     

  є р в я  ям прям ї    пл щи  .  

Геометричний зміст дотичної: п       фу кц ї в т чц  0x  чисель     р в ює 

кут в му к еф ц є ту   тич  ї, пр ве е  ї    гр ф к  фу кц ї в т чц    0 0;x y x , т бт  

т  ге су кут     илу   тич  ї     с   бсцис: 

 0y x k tg   . 

Приклад. З  йти р в я  я   тич  ї    гр ф к  фу кц ї 
2 5y x   в т чц  з  бсцис ю 

0 2x  . 

З    им    2
0 2 2 5 1y y     . 

2y x  ;    0 2 4y x y   .    ст вляєм     р в я  я   тич  ї:    1 4 2y x     . 

  сля спр ще ь  тримуєм  4 9y x  . 

Приклад. З  йти т чку    гр ф ку фу кц ї 
2 3y x x   ,   тич   в як й утв рює кут 

45  з в ссю  бсцис. 

Ск рист єм ся ге метрич им зм ст м   тич  ї:  0 45 1y x tg   . 

 2 3 2 3y x x x


       . 

02 3 1x    0 1x  ;
2

0 1 3 1 2y      . Отже, т чк   1;2 . 

Приклад. З  йти   тич у    гр ф к  фу кц ї 
23 11y x x  , як  перпе  икуляр      

прям ї y x  . 

Для т г , щ б з  йти р в я  я   тич  ї, п тр б   сп ч тку з  йти т чку   тику. 

Ск рист єм ся вл стив стю перпе  икуляр  ст  прями : якщ  прям  перпе  икуляр  , т  

ї  кут в  к еф ц є ти з   в ль яють р в  ст  1 2 1k k   . 

1 1k   , т му 2 1k  . З  й ем  т чку    гр ф ку,  ля як ї вик  ується  0 1y x  . 

x  

y  

0  

 0 0;M x y  

  

0x  

0y  



 23 11 6 11y x x x


     . 

06 11 1x      0 2x  ;   2
0 2 3 2 11 2 12 22 10y y          

З писуєм  р в я  я   тич  ї. 

   10 1 2y x     . 

12y x   - в  п в  ь. 

 

Фізичний зміст похідної 

 

Не  й з      з к   ру у м тер  ль  ї т чки:  s s t  — фу кц я, з леж   в   ч су 

t , щ  з   є шля , пр й е ий м тер  ль  ю т чк ю з  ч с t . 

Т       0 0s t v t   – миттєв  шви к сть м тер  ль  ї т чки у м ме т ч су 0t ,   

     0 0 0s t v t a t    – приск ре  я м тер  ль  ї т чки у м ме т ч су 0t . 

 

Приклад. З  йти шля , який пр й е м тер  ль   т чк  в   п ч тку ру у    п в  ї 

зупи ки, якщ  з к   ру у м є вигля :   28s t t t   (ч с в секу    , шля  в метр  ). 

Зупи к  м тер  ль  ї т чки  з  ч є, щ  її шви к сть   р в ює  улю. З  й ем , в який 

м ме т ч су це в  бу еться: 

    8 2v t s t t   . 

0 08 2 0 4t t     (секу  и). 

З  й ем , який шля  пр й е м тер  ль   т чк  з  4 секу  и:   24 8 4 4 16s      

(метр в). 

 

Дослідження на монотонність 

 

Не  й з       еяку фу кц ю  y f x , виз  че у    в  р зку  ;x a b . І  е  й 

  0f x   при  ;x a b , т    фу кц я м   т     зр ст є    ць му в  р зку. 

Якщ    0f x  , т  фу кц я м   т     сп         ;x a b . 

 р  ем  струєм  с ему   сл  же  я фу кц ї    м   т    сть    прикл   . 

Приклад. 

З  йти   терв ли м   т    ст .  
2

2

x
f x

x
  . 

1) З     им   бл сть виз  че  я фу кц ї: 0x  , т му    ;0 0;x   . 

2) З     им  п     у:  
2

2 2 1

2 2

x
f x

x x

 
      

 
 

3)  рир в юєм  п     у     уля – р зв’язуєм  р в я  я:   0f x  : 2

2 1
0

2x
    

  2

2 1

2x
  

2 4

0

x

x

 



 

2

2

x

x

 



. 



4) Н   сим  з  й е    ул  п      ї    числ ву в сь т  з     им  з  ки п      ї    
  терв л  ,    як  її   лять ц   ул , з ур  ув   ям ОДЗ,   т к ж т ч к,  е п        е 

 с ує. Н   сим  з  ки      терв л  : 

 

 
5) Р бим  вис  в к пр  ви  м   т    ст     к ж  му   терв л . Результ т 

з бр ж ють стр лк ми       терв л ми  б  у вигля   т блиц . 

Отже, при    ; 2 2;x     фу кц я м   т     зр ст є;  

            при    2;0 0;2x   – м   т     сп   є. 

Т чки з ОДЗ, в яки  п         р в ює  улю,   зив ють критичними точками 

фу кц ї.  

Якщ  при пере     через т чку (зл в    пр в ) п       зм  ює з  к з «-»    «+», т  

ця т чк  є т чк ю локального мінімуму;   якщ  з  к зм  юється з «+»    «-», т  в    є 

т чк ю локального максимуму. З г л м в  и   зив ються т чк ми екстремуму. 

Не б     ю ум в ю  с ув   я екстремуму є р в  сть  улю п      ї в ц й т чц . 

У р згля ут му прикл    т чки 2x      2x   є т чк ми екстремуму.  

2x    – л к ль ий м ксимум, 2x   – л к ль ий м   мум. 

   max min2 2;   2 2f f f f      . 

 

Ч ст  тр пляються з   ч     з     же  я   йб льш г  т    йме ш г  з  че  я 

фу кц ї    в  р зку. Н  в  м  у в   л к ль и  екстремум в,   йб льше т    йме ше 

з  че  я    в  р зку  с ують з вж и, в  и м жуть бути р в ими  еск  че   ст .  

 р  ем  струєм  с ему з     же  я   йб льш г  т    йме ш г  з  че  я 

фу кц ї    в  р зку    прикл   . Ця с ем  пр ст ш ,  ск льки  е п тр бує виз  че  я 

з  к в п      ї. 

 

Приклад. З  йти   йб льше т    йме ше з  че  я фу кц ї   2100f x x      

в  р зку  6;8x  . 

1) З     им  ОДЗ: 
2100 0x       10 10 0x x       10;10x  . 

В  р з к  6;8x   п в  стю лежить в ОДЗ. 

 

2) З     им  п     у:  

         
1 1

1
2 2 2 22 2

1
100 100 100 100

2
f x x x x x


  

           
 
 

 

   
1

2 2

2

1
100 2

2 100

x
x x

x



      


. 



3)  рир в юєм  п     у     уля: 2
0 0

100

x
x

x
   


. З     им  т льки т  

к ре  , як    леж ть з     му в  р зку. 

4) Обчислюєм  з  че  я фу кц ї у з  й е и  т чк  ,   т к ж    к  ця  з     г  

в  р зк . Н йб льше т    йме ше з  че  я фу кц ї шук єм  сере   трим  и  

чисел. 

  20 100 0 10f    ; 

   
2

6 100 6 8f      ; 

           28 100 8 6f    . 

Отже, м єм  три числ : 6, 8, 10. 

З писуєм  в  п в  ь:  

  йб льше з  че  я фу кц ї  

 
   

6;8
max 0 10

x
f x f

 
 

; 

  йме ше з  че  я фу кц ї 

 
   

6;8
min 8 6

x
f x f

 
 

. 

Р згля ем  з   чу    екстрем ль   з  че  я, у як й п тр б   сп ч тку скл сти 

фу кц ю,   п т м з  йти   йб льше чи   йме ше її з  че  я. 

Приклад. Р зкл сти числ  30        т        ки т к, щ б сум  ї  кв  р т в бул  

  йме ш ю. З  йти   бут к ци       к в. 

Вве ем  п з  че  я: x  т  y  –       ки, т бт  30x y  . 

Н йч ст ше сп с б п бу  ви фу кц ї присут  й в ум в .   тр б   з  йти   йме ше 

з  че  я суми кв  р т в, т му фу кц єю є сум  кв  р т в: 
2 2S x y  . 

Для т г , щ б  трим ти фу кц ю, як  з лежить в       єї зм    ї, вик рист єм  

 бмеже  я: 30x y     30y x  . 

Отже, м єм  фу кц ю:    
22 30S x x x   . Тут зр зум л , щ   0;30x . 

     2 2 30 1 4 60S x x x x        . 

  0S x     4 60 0 15x x    . 

 0 900S  ;  30 900S  ;    
2215 15 30 15 450S     . 

Отже,   йме ше з  че  я суми кв  р т в бу е при 15, 15x y  . 

Д бут к      к в: 15 15 225  . 

 

Приклад. Сере  ус   р в  бе ре и  трикут ик в з б ч  ю ст р   ю, р в  ю 5, з  йти 

трикут ик з   йб льш ю пл щею. З  йти пл щу трикут ик . 

З ум ви зр зум л , щ  фу кц єю бу е пл щ ,  ск льки с ме її   йб льше з  че  я 

 е б      з  йти. 

Тепер п тр б   ввести зм   у. Тут м жлив   ек льк  в р   т в,  ск льки є р з   ф рмули 

 ля з     же  я пл щ  трикут ик . 



 

Ск рист єм ся ф рмул ю: 
1

2
aS a h   . Не  й 

1

2
AK a x  , т    з  те рем ю 

  ф г р : 
2 25ah BK x   . 

  225S x x x  . 

     2 2 225 25 25S x x x x x x x
 

           

 
2 2

2 2

2 2 2

1 25 2
25 2 25

2 25 25 25

x x
x x x x

x x x


         

  
. 

  0S x     
225 2 0x     

5

2
x  . 

 ри т к му з  че   , 
5

2 5 2
2

AC    , т бт    йб льшу пл щу м є р в  бе ре ий 

прям кут ий трикут ик. 

max

1
5 5 12,5

2
S     . 

 

Первісна. Інтеграл 

 

Фу кц ю  F x    зив ють перв с  ю  ля  f x , якщ     F x f x  . 

Очеви   , щ  якщ   F x  –  перв с    ля  f x , т     F x C  –  теж перв с  . 

Отже, к ж   фу кц я м є безл ч перв с и . 

М  жи у вс   перв с и  фу кц ї  f x    зив ють  евиз  че им   тегр л м т  

п з  ч ють: 

  f x dx . 

Основні властивості:  

1)    f x dx f x dx       –  ст лий м  ж ик м ж   ви  сити з  з  к   тегр л . 

2)         f x g x dx f x dx g x dx      

3)     f x dx f x

  

A  

B  

C  

K  



4) Якщ     f x dx F x C  , т     
1

f ax b dx F ax b C
a

    . 

 

Первісні (невизначені інтеграли) основних функцій 

1) dx x C  ; 

2) 

1

1

n
n x

x dx C
n



 
 , 1n   ; ч сти    вип  ки : 

2

2

x
xdx C  ; 2

dx
x C

x
  ; 

2

1dx
C

xx
   ;  

3) ln
dx

x C
x
  ; 

4) 
ln

x
x a

a dx C
a

  , 0, 1a a  ;  
x xe dx e C  ; 

5) cos sinxdx x C  ; 

6) sin cosxdx x C   ; 

7) 2cos

dx
tgx C

x
  ; 

8) 2sin

dx
ctgx C

x
   . 

З     же  я перв с и  з    п м г ю т блиц    зив ють безп сере   м 

  тегрув   ям. 

 

Приклад. З  йти перв с у фу кц ї, щ  пр    ить через з    у т чку.  

 
1 1

f x x x
x x

    ;  1;2A  

З     им  перв с у к ж  г       к    к ристуєм ся пр вил м: перв с   суми   р в ює 

сум  перв с и . 

 

1 1
1 1

2 22 2
32

ln ln 2
1 12 2 3

1 1
2 2

x x x x
F x x C x x x C

  

         

  
. 

З  й ем  перв с у, щ  пр    ить через з    у т чку. Для ць г  вик рист єм  

к  р и  ти ц єї т чки: 
2

31 2
2 1 ln 1 2 1

2 3
C        

1 2 7
2 2

2 3 6
C C       . 

Отже,  
2

32 7
ln 2

2 3 6

x
F x x x x     . 

 

І     в з   ч  , пере  тим, як з     ити   тегр л, фу кц ю п тр б   перетв рити: 

вик   ти п чле  е   ле  я, р зкриття  уж к, перетв ре  я триг   метрич и  фу кц й.  



Приклад. З  йти  евиз  че ий   тегр л 

3 2

2

3 xx x x x e
dx

x

 
 . 

  тр б   звести п    тегр ль у фу кц ю    т блич  г  вигля у. Оск льки в    м стить 

фу кц ї р з и  ви  в , т  вик  уєм  п чле  е   ле  я: 

3 2 3 2

2 2 2 2

3 3 1
3

x x
xx x x x e x x x x e

dx dx x e dx
x x x x x

    
         

  
    

23
3 2

2

x xdx
xdx e dx x x e C

x
         . 

Приклад. 2

4cos2

sin 2

x
dx

x
  

У т блиц    тегр л в  ем є триг   метрич и  фу кц й з  ргуме т м 2x , т му вик   єм  
перетв ре  я, яке   зв лить в    и  п збутися: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

4cos2 cos sin cos sin
4

sin 2 sin cos2sin cos

x x x x x
dx dx dx

x x xx x

 
      

2cos x


2 2sin cosx x

2sin x


2sin x
2 22 sin coscos

dx dx
dx

x xx

 
    
 
 
    

ctgx tgx C    . 

 

Визначений інтеграл. Формула Ньютона - Лейбніца 

 

Визначений інтеграл – це   тегр л  з з    ими меж ми   тегрув   я. Н  в  м  у 

в    евиз  че  г , який   р в ює фу кц ї, в   м є числ ве з  че  я.  

Н ве ем   еяк  в жлив  вл стив ст  виз  че  г    тегр л , яки   е м є 

 евиз  че ий. 

1)    
b a

a b

f x dx f x dx   . 

2) Якщ  a c b  , т       
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    . 

3) Якщ  в  р з к   тегрув   я симетрич ий,   п    тегр ль   фу кц я п р  , т  

   
0

2

a a

a

f x dx f x dx



  . 

4)  Якщ  в  р з к   тегрув   я симетрич ий,   п    тегр ль   фу кц я  еп р  , т  

  0

a

a

f x dx



 . 

 ри  бчисле    виз  че  г    тегр л  сп ч тку з     ять перв с у,   п т м 

з ст с вують формулу Ньютона - Лейбніца:  

       
b

a

b

f x dx F x F b F a

a

   . 



Приклад: 

 
2 4 4 4

3

1

2
2 1 1 19

1 2 1 5
4 4 4 4 4

1

x
x dx x

     
              

     
 . 

 

Ге метрич   виз  че ий   тегр л з   є пл щу т к зв   ї криволінійної трапеції. 

Криволінійна трапеція – це пл ск  ф гур ,  бмеже   звер у гр ф к м крив ї  y f x , 

з изу – в ссю  бсцис, зл в    спр в  – прямими x a , x b . 

 
 

 

Застосування визначеного інтеграла. Знаходження площі криволінійної трапеції 

 
b

a

S f x dx  . 

Приклад.  

З  йти пл щу ф гури,  бмеже  ї л   ями: 
2y x , 1x  , 0y  . 

 

 

 

1 3 3 3
2

0

1
1 0 1

3 3 3 3
0

x
S x dx      (кв.  .). 

Якщ  крив л   й у тр пец ю  бмежують звер у   з изу л   ї  2y f x     1y f x , т  

к ристуються ф рмул ю:     2 1

b

a

S f x f x dx  . 

Приклад. З  йти пл щу ф гури,  бмеже  ї л   ями: 
2 2, 2y x y x x   . 

x  

y  

0  1  



З     им  т чки перети у п р б л: 

 2 2 2 0
2 2 2 0 2 1 0

1

x
x x x x x x x

x


         


.  

Т чки перети у   йч ст ше з   ють меж    тегрув   я. 

Р бим  рису  к: 

 

   
1 1

2 2 2 2 3

0 0

1
2 2 1

2 2 2 1
3 3 3

0

S x x x dx x x dx x x
 

          
 

   (кв.   .) 

 

Задачі на знаходження інтеграла, за умови, що відома площа криволінійної трапеції 

 

Вл стив ст  виз  че  г    тегр л          зв ляють спр стити з     же  я й г  

з  че  я, якщ  з ст сув ти ге метрич ий зм ст  б  перейти    пр ст ши  фу кц й. 

Приклад. Обчислити   тегр л 

4
2

0

16 x dx . 

З  ге метрич им зм ст м виз  че  г    тегр л , в   чисель     р в ює пл щ  

крив л   й  ї тр пец ї,  бмеже  ї л   єю 
216y x   (з ув жим , щ  0y  ,  ск льки в 

пр в й ч сти   к р  ь кв  р т ий).      сим     кв  р ту  би в  ч сти и р в  ст  т  

 тримуєм  р в я  я к л  з це тр м в п ч тку к  р и  т т  р   ус м 4: 
2 2 24x y  . 

Оск льки  0;4x    0y  , т  крив л   й  ю тр пец єю є четверть круг , пл щ  як г  

2 16крS R   . 

Отже, 

4
2

0

1
16 4

4
крx dx S    . 

x  

y  

0  1  


