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#!#���� 0 �� �#��&� RJ/ ��� 7 &!$%A � #��=��%�'�&��!B ��!#���8& 0 &�(%!&� 7A&%A�!
����&�$! �� �� �%�"! "�(��$� ' =!B &�������& ���%�'�=�8

?� �!# � ��&� ��� �#��&�� ��' �%! =!6��&�8 �����"! #!$��%�&
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	!#"����� �� =!6��&� #!#���! "��7&���A &� ��'�A��)#A &� �������&�!B ��� ����
%�$�&!B #!#��� �!�+ P� #!$��%! & � ��, ���  �"�%)"�B ��H"�B #!#��� A&%A��) #����
��#%� �&��#�) ���7%)#�& ��� =!6��&!, "�  C����� S���7%)#�!,S '�'&!H�, #��#7E�)#A
#!#���+ & A"!B ��6����=�,�!� #!$��%�� E ���%��7 � ���7%)#7 �#!$��% �� 7%�E�)#A '�
���%��7 ��� C����� S=!6��&!,S #��#7E�)#A #!#���+ & A"!B #!$��%! $����7��)#A =!�
6��&!�! ��!#���A�! ��� RJ/ 7 &!$%A � "� �& L%� ( & ���%)�!B #!#����B "��7&���A
��(7�) �7�! 7 ��A&��#�� A" ���%�$�&� �� ���7%)#�� #!$��%!+ ��" � =!6��&� "� ! C��7
7 �� �%)M��7 ������ S !#"����� #!#���!S &!"��!#��&7E�)#A  %A ��!#7 &#�B #!#���+ &
A"!B #!$��%! ����) =!6��&7 ��� ���7%)#�7 6���7

C!��&� ���7%)#�� #!#���� "��7&���A ' �������!� '&�A'"�� ��(� �7�! ��� #��&%���
�!# ��

"��� #�#� �!&����	� �����!� ������		� � ����	�	�! ��'����!

@�!�=!� �����! "&���7&���%A1 �������&�!, &B� �!, #!$��% e(t) "&���7E�)#A 7 H��
#� �'� ��&���� , &!B� �!, #!$��% "&���7&���%A A&%AE #���� ��#%� �&��#�) ���7%)#�&
@��� ��H�E�)#A+ P� H�#���� "&���7&���%A #��%�+ � ���%��7 � ���7%)#7 &!'��H�E�)#A
&� ��&� �!� '��H���A� &B� ��$� #!$��%7 e(t)

D�%)��+ P� ��'��M�&��� ��( "&���7&���%�� �� "���&��!� ���=�#��+ &!"��7E 67��
"=�� '$%� (7&���A+ A"P� "���&��!, ���=�# ��'��B�&��� �� ��!,�� ���%�$�&!B #!$���
%�&

� =!6��&�, #!#���� "��7&���A #!$��%! & � ��, ���  �"�%)"�B ��H"�B ��� #��&%A�
��)#A =!6��&!�! "� ��!+ ' A"!�! ����7E RJ/ ��� =!6��&!, ��!#���, ���7"�7�7
�!��&�8 =!6��&�8 #!#���! "��7&���A ��&� ��� �� �!# �� ?�A&��#�) #!$��%7 7 &!�
$%A � =!6��&�$� "� 7 ��7��&%�E &!"��!#����A =!6������%�$�&!B �NL@� �� ���%�$��
=!6��&!B �LN@� �����&���&�H�& LN@ &!"��7E �����=�8  !#"���!'�=�8+ "&���7&���A
�� "� 7&���A+ � NL@ 0 �����=�8 =!6������%�$�&�$� �����&�����A �� &� ��&%���A
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"��� #�(� )�&��� ������� �����!� ������		�
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���� �����
�� ����� ����
����

J ��E� �' #7��E&!B ����&�$ =!6��&!B ��$7%A����& �"�����%���&� E 8B�A ��%)M� $�7�
H"�#�) ����&�A�� ' ���%�$�&!�! ��$7%A�����! N!6��&� "��������! �%�"�����!B #B��
E ��%)M �� �,�!�!+ ��=�!�! �� "����"��!�! ����&�A�� ' ���%�$�&!�! "����������!
��$� ( ��!'��H���A

<�'$%A���� #���P��7 #B��7 �&����%��7  %A � ��$� "���&���$� ��������� �"7� ����
$�(7+ �!#"���A ��� "���7� ������7+ P� %���E ��!# ��� /���� "��7&���A E #%� "7&���A
��!#���� ��$7%�&���A "7�� ���E���=�8 '� "���� �!� #!$��%�� � ����� ��"��P���A
#��,"�#�� #!#���! &&� ��� �������!, '&�A'�" '� M&! "�#�� L��%�$�&!, ��$7%A��� &
#!#���� ��(�� '���#�!�! =!6��&!�+ ��! =)��7  � ��"�&� ����� ���! LN@ �� NL@

"��� #�*� +&���	� ���!� �	��������� ����&
����

"��� #�,� +&���	� ���!� ��������� ����&
����

?� �!# �� ��&� ��� #��7"�7��7 #B��7 =!6��&�$� �&����%��7+ & A"��7 #!$��%! ���
��#=�'��B� (���A �� M&! "�#�) ������7+ P� %���E+ �� B� A�) &� =!6��&!B ��!#���8&
0 "&���7&���%�& �� 6�"#�����& � "�(�!, ��"��&!, ������ H�#7 "&���7&���%) �����&��
��E ���%�$�&!, #!$��% & ���7%)#�!,+ � 6�"#���� 7��!�7E ��&��) #!$��%7 ��'����!�  �
��#�7���$� ��"��&�$� ������7 H�#7 �&���7&���%! ����) ��'�� ����� ! "&���7&���A



�� �� �������� ������� ��������� ������

"��� #�-� +&���	� ���!� ��������� ����&
���� � ���	����		�! �� �
�������!

(T1, T2) C�"� #!#���� ��'!&�E�)#A #!#����� �' ��$�����'�&!� "&���7&���A�
@�! ����"�7&���� #!#��� "��7&���A &!��� "��7�H�$� �%$��!��7 '�%�(!�) &� ��&�

���! ��!#7 ���E"�7 "��7&���A 7 6���� ,�$� �������!H��8 �� �%� �� ��"�'�!"�&+ '� A"!�
�! ��(�� �=��!�! �6�"�!&��#�) �%$��!���& ��'��$� �!�7 C�"!�! ��"�'�!"��! #%7$7�
��) A"�#�) "��7&���A+ P� '���'��H7E �%$��!���H�7 #"%� ��#�) ,�$� ���%�'�=�8+ H7�%!�
&�#�)  � '����&���A ���������& � &�%!&7 ����M"� + �������� M&! "� �A RJ/+ &%�#�!�
&�#�� ���E"�7 "��7&���A

@���%�H!�� �#��&�� '� �H�+ A"� ����� &!��M7&��! ��! ����"�7&���� =!6��&!B #!�
#��� "��7&���A

� ��������� 	�
����	� ��� ������ ��������� �� ������� NA ��6����=�A ��(�
�7�! ��� #��&%��� 7 &!$%A � &B� �&+ &!B� �&+ '����!B #���7+ P� E  �#A(�!�!  %A
��'��#��� �)�$� &!����&���AT 7 &!$%A � �� �%�, ���E"��& "��7&���A �� �� �%�,
#!$��%�&T 7 6���� �=���" #!$��%�& �� #����& ���E"��& "��7&���A

	%A ���7 �&! �� �%�, ���E"��& "��7&���A �� #!$��%�& ��(7�) '�#��#�&7&��!#)
���� ! � ���!6�"�=�8 �� �=���&���A ���������& /� �%� ���E"��& ��(�� � ��(��!
, '�  �����$�� ������!H�!B  �#%� (��) ������+ P� E �� �#A(�!�!  %A &!���
��&��)+ ��(�� &� ��&!�! �' &!"��!#����A� �����8 #��#����$�H�& ��� �=���&���A
#����&

� ���	� ��������� ������� ��������� @�#%A ��!#7 �� �%� ���E"�7 "��7&���A ��
'�& ���A &� ��&� ��$� �����7 ��$7%)�&��!B �� "���&��!B '����!B ����� &!'��H!�
�! �!� #!#���! "��7&���A �' � �!� &B� �� �� � �!� &!B� ��+ ' ����B��#�!�!
'&�A'"��!+ '  �"�%)"��� &B� ��! �� &!B� ��!�

G �������� ��������	� ��� ��������� & ��A���7 %��=�$7 �� %��=�$�B �������!B
'&�A'"�&

��&��M�%)�!� ������ ����"�7&���A E #!���' �%$��!���& "��7&���A 7 %��=�$�B
��A�!B ��*��� �������!B '&�A'"�&+ � ��"�( ��#���,"� ' 7��B7&���A� "��"����!B
7��& 67�"=���7&���A #!#���!

� �	�����	�  ��	� �!#�"�H�#����� M7�!+ P� E �� �#A(�!�!  %A &!����&��)+ ,
A"� &��#A�) ����M"� ! 7 &!����&���A "���&��!B '����!B+ ����) �7�! ��!$��H���
'�  �����$�� ���%�$�&!B �� =!6��&!B 6�%)���&


 !������"#	 ��������� & ��A�!B %��=�$�B �� %��=�$�B �������!B '&�A'"�& &!�
"���&H!B ��!#���8&

��$�%)�� #B��� ���=�#7 ����"�7&���A =!6��&!B #!#��� "��7&���A ��&� ��� �� �!#
��
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"��� #�.� /�����	� ���!� &������ &��������		� �������� �����! ������		�



���&�� �

+'�'����'$$, � �!��!" ��#$ %��

�!$��% ��(� �7�! &!'��H��!, A" 67�"=�A+ A"� ������#!�) 7 ���#���� ��� H�#�
��6����=�� ��� #��� ��� ��&� ��"7 6�'!H��8 #!#���!

$�������#�� #!$��%! ��� #��&%A��)#A 7 &!$%A � 67�"=�, � ��E8 ��� "�%)"�B ���
'�%�(�!B '����!B+ A"� &� ����(7��) 6�'!H�7 ��!�� 7 ���E"�� ��� A&!P� C�"+ ����!�
"%� + ��&�!, #!$��% �������!H�� ��� #��&%AE�)#A A" 67�"=�A H�#7+ � '����(���A 0
A" '�%�(��#�) A#"��&�#�� &�  &�B ���#����&!B '����!B

?�'�%�(�� '����� & �������!H���7 �� ���� #!$��%7 ��(� �7�! A" �������&���+
��" �  !#"������ �!$��%! & �������&���7 H�#� &!'��H���)#A �� "���!�77�� �������&
H�#7 � �� ���)#A A" 67�"=�8 &� �������&��8 '�����8 %�������	 ������� &!'��H���)#A &
 !#"����� ������! H�#7 � �� ���)#A ��#%� �&��#�A�! H!#�% L��%��7 � #!$��%7 ��"�(
��(� �7�! A" �������&���+ ��" �  !#"������

&�
���	 ������� 0 =� #!$��%!+ 7 A"!B  !#"����!�! E A" H�#+ ��" � ���%��7 �
�!$��%! & �������&���7 H�#� �� ' �������&�!�  ����'���� '���! ���%��7 ��"�( ����)
��'&7 ���������' ������	�

� ����� ��%�$M���A � ��(���A ��6����=�8 #!$��%! ����) �� %A$��! �����=� C��
B��"� �����"! #!$��%�& ��%A$�E 7 �����&������ #!$��%7 & ��M!, #!$��%+ P� E "��P!�

�!#���! �����"! #!$��%�& ��(7�) "%�#!6�"7&��!#A ��" #���+ A" #��� #!$��%!
C�"+ #!#���! & �������&���7 H�#� 0 =� #!#���!+ 7 A"!B &B� �� &!B� E #!$��%��! &
�������&���7 H�#�+ � ��������	 ������� 0 =� #!#���!+ 7 A"!B �� &B� � �� &!B� � #!$��%!
E  !#"����!�! C�H�� ��" (� ��������	 ������� 0 =� #!#���! �' ���%�$�&!�! #!$��%��!
�� &B� � �� &!B� �+ � �
���	 ������� 0 #!#���! �' =!6��&!�! #!$��%��! �� &B� � ��
&!B� �

	!#"����� #!$��%! ��(7�) '�A&%A�!#) ��! � ��(���� &!����" �' ���%�$�&!B #!$���
%�& ��� ( &��! ��(7�) ���� (7&��!#) ��'��#��� �)�  �A"!�  !#"����!� 7 H�#� ����
=�#�� ?�'�%�(�� &� ��B� (���A  !#"����!B #!$��%�& =!6��&� #!#���! ����) �!'"7
"��!#�!B &%�#�!&�#��, ���! ��(7�) �7�! ���%�'�&��� ' ��%)M�� $�7H"�#�� �� RJ/
��� '�  �����$�� =!6��&�8 ������7�! � ��'� ������! 8B ��(�� &!"��!#��&7&��!  %A
�� �%�&���A ���%�$�&!B #!#��� ���  %A �����&����) #!$��%7+ A"� ����(%!&� ' �,#�!�!
�� ���%�$�&�, ������7��

���� �������
�	 �������

J#"�%)"! ���� ! �����"!  !#"����!B #!$��%�& ��'7��)#A �� ���� �B �����"! ���
�����&�!B 7 H�#� ���*��� ���#����� #!$��%�&+ '�"����  !#"����� �����&�����A D7��E A"
�#��&�!, ������ #��"���%)��$� ���%�'7  !#"����!B #!$��%�&+ #%7M�� #��H��"7 ��&�#�!
�#��&�� &� ���#�� ��� �������&�� #!$��%! �� ���� ! 8B�)�8 �����"!
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� =)��7 �� ��' �%� �7 ��� ��'$%A ��! 67�"=�8 7 H�#� f(t) D7�"=�8 f(t)+ A"� ��!#7�
��)  �A"� 6�'!H�� ���=�#!+ ��' �%A��)#A '� ��&�!�! �'��"��!+ P� #��!AE 8B�)�8 "%��
#!6�"�=�8 �� ���%�'7 @��M '� &#� 67�"=�8 ��%�(��)  &�� '�$�%)�!� "%�#��1 ������	(
�������� � ����������� "%�#�� /! '�#��� !��#A �� &!&H���� "%�#7  ��������&��!B
67�"=�,

D7�"=�8 f(t) �� �%A��)#A �� ���	���#�	 � ������� !H�� @���� !H�� 67�"=�8 &!'���
H���)#A ��"1

f(t) = f(t + mT ), ����

 � T 0 ����� ��&������A '��H��) 67�"=�8+ m = ±1,±2, . . .  ?�#�7���� "%�#!6�"��
=�,��� �'��"�� �������&�!B 67�"=�, E �'��"� ��	�#������	+ "�%! 67�"=�A '� t → ∞
��A�7E  � �7%A+ �� ����	�#������	+ "�%! =A 67�"=�A '� t → ∞ �� ��A�7E  � �7%A
?���!"%� + =A &%�#�!&�#�) E B���"������  %A ����� !H�!B "�%!&�%)�!B 67�"=�,

<�'��'�A��) ��"�( 67�"=�8 ����	 � ������	+ ��� ( 67�"=�8+ P� �� ��%�(��) ��  �
���M�$�+ ��  �  �7$�$� "%�#7 J'��"�� �����#�� 67�"=�8 E

f(t) = f(−t), ����

J'��"�� �������#�� 0
f(t) = −f(−t), ��G�

@�!"%� ��! �����8 �� �������8 67�"=�, E "�#!�7#�8 � �� #!�7#�8 �
<�'$%A����  �%� #!#���7 ��#"��H����8 "�%)"�#�� 67�"=�, ϕk(t)+ k = 0, 1, 2, . . . + '�

A"!�!  ��� 67�"=�A ��(� �7�! �� ��� 7 ��"��7 &!$%A �1

f(t) =
∞∑

n=0

akϕk(t), ����

 � ak 0  �A"� #��%�+ P� ��'!&���)#A "��6�=�E����! ��'"%� ���A 67�"=�8 7 �A '� 67��
"=�A�! ϕk(t) C�"� ��'"%� ���A 67�"=�8 f(t) ��'!&�E�)#A ��'"%� ���A� 88 '� #!#�����
�������' 
���	)+ A"P� 67�"=�8 ϕk(t) '� �&�%)�A��)  � ��"�&� &%�#�!&�#��+ P� ����)
��'&7 &%�#�!&�#�� ��������������	

�!#���� 67�"=�, ϕk(t)+ k = 0, 1, 2, . . . + A"� '� ��� �� #"��H�����7 �����("7 [T1, T2]+
��'!&�E�)#A ������������"+ A"P� &!"��7E�)#A 7��&�

T2∫
T1

ϕk(t)ϕm(t)dt =

{
C = >UVWX �= 0, "�%! k = m,

0, "�%! k �= m.
��
�

Y"P�  %A  �A"�$� k C = 1+ 67�"=�� ϕk(t) ��'!&���) �����&���� Y"P� 7 ����$��
��%)��, #!#���� &#� 88 #"%� �&� �����&���+ �� ��"7 #!#���7 ��'!&���) �������������"

D7�"=�A f(t)+ A"� '� �&�%)�AE ��&�A��A ����+ ��'!&�E�)#A �� ���� 7 &!$%A � �A 7
'� ���������&���� #!#����� ��'!#�!B 67�"=�,+ A"P� #!#���� ��'!#�!B 67�"=�, ϕk(t)
E ���������&����

?���!"%� + A"P� #!#���� ��'!#�!B 67�"=�, &!'��H��� 7 &!$%A �

1, cos ωt, sin ωt, cos 2ωt, sin 2ωt, . . . , cos kωt, sin kωt, . . .

�� �����("7 [−T/2, T/2]+ A"�+ A" &� ���+ '� �&�%)�AE 7��&7 ��
�+ ��"7 #!#���7 ���
'!#�!B 67�"=�, ��'!&���) ����$���%)��� �� [−T/2, T/2] Y"P� T 0 ����� + �� ��"�
#!#���� 67�"=�, E ���������&���� �� [−T/2, T/2]



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

�������� ����	� 	�
�	� �� ������

�����&���A &!B� ��8 &�%!H!�! #!#���! y(t) '�%�(!�) &� &%�#�!&�#��, #!#���! ��
&� ��$�+ A" '����E�)#A 7 H�#� &B� �� '����� x(t) ��"�� '����&���A x(t) ��(� �7�! �7 )�
A"!� ��  �&�%)��$� '����&���A &B� ��$� #!$��%7 '� '����&���A &!B� ��$� #!$��%7 y(t)
�� ��(�� ���!�! &!#��&"! ��� ��&� ��"7 #!#���! L%� �#�7��) ��"� &B� �� #!$��%! x(t)+
A"� ��'!&���)�������� &�%!&��!+ '� A"!�! '� &� ��!�! &� $7"��! y(t) #!#���!+ �����
'� &� ���� ���"=�E� #!#���! �� �!��&� &�%!&! ��(�� #7 !�! ��� &%�#�!&�#�� #!#���!
N� �'��H�E+ P� '� &� ��!�! y(t) A" ���"=�E� �� �!��&� &�%!&! �� B���"���!#�!"��!
#!#���! ��(�� ���!�! &!#��&"! ��� B���"��� '����&���A y(t) �� &�%!&�� �7 )�A"!B
��M!B &B� �!B &�%!&�B

@�!  �#%� (���� ���%�$�&!B #!#��� �����"! #!$��%�& H! #!#��� "��7&���A 7 A"��
#�� �!��&!B &!"��!#��&7��)#A ��"� ��! �#��&�� �!��&� &�%!&! ?�,���#��M!� ' �!B E
�����#�� 
���	�+ P� ��'��H�E�)#A

1(t) =

{
1, t ≥ 0,
0, t < 0.

��;�

?�#�7��!� �!��&!� &�%!&�� E �����#��) 	������ δ(t)+ ��� δ(
���	�+ A"!, E M�7H�!�+
�#"�%)"! E �������!H��� � ��%�'�=�E� ��A��"7���$� ���7%)#7 ' �#��&�� a �� &!#����
1/a @%�P� =)�$� ��A��"7��!"7  ���&��E a · 1/a = 1 ���A��&7�H! a → 0+  �#�����
�� ��#"��H���� "����"!, ���7%)# �' � !�!H��� �%�P�� N� , E � !�!H�!� ���7%)#��
�!#��� ,�$� ��#"��H���� &�%!"� �&!'��H���A δ�67�"=�8 �� &� ��&� �E "%�#!H�!� &!'���
H���A� �������!H�!B 67�"=�,+ �%� '� �&�%)�AE &!��$��+ P� &� ��&� ���) &!��$��  �
��" '&��!B �����������' 
���	)

/������!H�!� &!��'�� � !�!H��$� ���7%)#7 E

δ(t) =

{
∞, t = 0,
0, t �= 0,

����

��!H��7
+∞∫

−∞
δ(t)dt = 1. ����

J !�!H�!, #��!��" 1(t) � � !�!H�!, ���7%)# '&�A'��� ��( #���� '�%�(��#�A�!

δ(t) =
d

dt
1(t) ��F�

��

1(t) =

t∫
−∞

δ(τ)dτ. �����

<��"=�� #!#���! �� � !�!H�!, #��!��" 1(t) ��'!&���) ����'	���" 
���	�"+ ���
#�����" '�������������"+ ���"=�� #!#���! �� � !�!H�!, ���7%)# 0 	��������" 
��(
�	�"

Y"P� ��!,�A�! 7 A"�#�� ��H��"�&�8 ��H"! �� �#� t �� t = 0+ �  �A"� '��H���A t = t0+
�� 6���7%! ��;�+ ���� �� ���� ���7 7�) &!$%A 7

1(t − t0) =

{
1, t − t0 ≥ 0,
0, t − t0 < 0,

�����

δ(t − t0) =

{
∞, t = t0,

0, t �= t0,
�����



	��� ������� ������� ��

+∞∫
−∞

δ(t − t0)dt = 1. ���G�

<�'$%A���� ����$��%
+∞∫

−∞
δ(t − t0)f(t)dt. �����

J#"�%)"! '$� �� ' ���G� δ(t− t0 = 0  %A &#�B t �= t0+ ��(� ����$�7&���A ��(�� '���#�!�!
�� ��(� [t0 − ε, t0 + ε]+  � ε > 0 0 A" '�&$� �� ��%� J#"�%)"! �� ��%��7 &� ��'"7
[t0 − ε, t0 + ε] 67�"=�A '����E�)#A ��#7��E&�+ 88 ��(�� ��'$%A ��! A" #��%7 f(t0) C� �
��E��

+∞∫
−∞

δ(t − t0)f(t)dt = f(t0)

+∞∫
−∞

δ(t − t0)dt = f(t0). ���
�

� ��$�+ P� δ(t − t0) = 0  %A &#�B t �= t0+ &!��"�E ,

f(t)δ(t − t0) = f(t0)δ(t − t0). ���;�

C����� �!��&!� &�%!&�� E $������H�� "�%!&���A
J �!� �' �#��&�!B ���A�) ��! �����=� #!$��%�& E ���A��A ������� 	������������

������������ ����� N� ���A��A H�#�� ��'!&���) ���#�� ������������� ����� 	%A
�)�$� &!"��!#��&7��)#A , ��M� ��'&!1 ����������) ������* ����������� +	���	���*
����������� 
���	�* ����������� '������������� J������� �����&�����A D7��E H��
#�� ��'!&���) 	��������� �����

���� ��� ���� ! 	���������� �����
������ ���� 

O7 )�A"� ����� !H�� 67�"=�A f(t) E ����(����+ "7#"�&��$%� "�� � ��(� �7�! ��'�
"%� ��� 7 �A D7��E N� 7��&!+ #6���7%)�&��� 7 ��%)M '�$�%)���7 &!$%A �+ ��'!&���)
7��&��! 	!��B%�+ '$� �� ' A"!�! #7�� �A 7 D7��E  ���&��E f(t) 7 ��H"�B+  � =A 67��
"=�A �������&��+ ,  ���&��E [f(t+0)+f(t−0)]/2 7 "�(��, ��H=� ��'�!&7 �������&��#��
@�'��H���A f(t + 0) � f(t− 0) ��!,����)#A  %A '��H��) 67�"=�8 & �"�%� ��H"! ��'�!&7+
��! ���%!(����  � ��H"! ��'�!&7 &� ��&� �� ' ��"7 '��H��) t+ ��%)M!B �� ���M!B '� t+
A"� &� ��&� �E ��H=� ��'�!&7 C�"� 67�"=�A ��(� �7�! ��'"%� ��� 7 �A D7��E

f(t) =
c0

2
+

∞∑
k=1

ck cos(kωt + ϕk), �����

 � ω = 2π/T E �#��&��� "�7$�&�� H�#�����+ P� &!'��H�E�)#A &�%!H!��� T ����� 7
��&����&���A+

c0

2
=

1
T

T/2∫
−T/2

f(t)dt �����

E #��� ��� '��H���A� 67�"=�8 f(t) 7 &� ��'"7 [−T/2, T/2]

ck =
√

a2
k + b2

k, tg ϕk = bk/ak, ���F�

ak =
2
T

T/2∫
−T/2

f(t) cos kωtdt, �����



�	 	� 
�������� �� � �� �� ��������

bk =
2
T

T/2∫
−T/2

f(t) sin kωtdt. �����

�$� �� ' 6���7%�� ����� 67�"=�A f(t) �� �E�)#A 7 &!$%A � #7�! #��%�8 � $������"
��%)"�#�) $������" 7 ��'"%� ���� 67�"=�8 f(t) ����� ��#"��H���� &�%!"�+ �%�  %A  �#!�)
��&��$� �� ���A 67�"=�8 f(t)  �#!�) %!M� "�%)"� ���M!B $������"

	%A ������ !H�!B ���=�#�& ��'"%� ���A 7 �A D7��E '�����E�)#A ��'"%� ���A� 7
����$��% D7��E

f(t) =
1
2π

+∞∫
−∞

S(ω)eiωtdω, �����

 �

S(ω) =

+∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt, i =
√−1. ���G�

D���7%��! �����+���G� ��(�� "��!#�7&��!#A '� 7��&! ��#�%����8 ����$��&��#��
67�"=�8 f(t)+ �����

+∞∫
−∞

f(t) < ∞. �����

@����&�����A+ P� &!'��H���)#A 6���7%��! �����+���G�+ E 	������������ ����(
���������� ����� I�#�� 67�"=�� S(ω) ���#�� ��'!&���) �����&�����A� D7��E 67��
"=�8 f(t)+ ��� ��'!&���) ���G� &!��'�� #��"���%)��8 P�%)��#�� ��� "���%�"#�!� #���
"���� =�E8 67�"=�8 	%A 6���7% �����+���G� '�#��#�&7��) ��"�( ��'&!1 ��A�� �����
�&�����A D7�� � �������� �����&�����A D7��E

<�'$%A���� , ��M� 6���! '��!#7 �A 7 D7��E+ P� '�#��#�&7��)#A  %A ����� !H�!B
67�"=�, f(t) �� '��!#! ����$��%)�!B �����&����) D7��E  %A ������ !H�!B 67�"=�, f(t)

Y"P� '����!�! 7 6���7%� ����� ϕk �� ϕk∗+π/2+ ���!���� sin(kω+ϕk∗) = cos(kωt+
ϕk)+ , ��(�+ ��(�� �� ��! f(t) 7 &!$%A �

f(t) =
c0

2
+

∞∑
k=1

ck sin(kωt + ϕk∗), ���
�

� 6���7%� ����� &!��'  %A k�8 $������"! ��(�� �� ��! , 7 &!$%A �

ck = cos(kωt + ϕk) = ak cos kωt + bk sin kωt,

 � ak = ck cos ϕk+ bk = ck sinϕk)+ c0 = a0
D���7%� �A 7 D7��E ���7&�E &!$%A 7

f(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos(kωt) + bk sin(kωt)), ���;�

��#��#�&7E�)#A ��"�( '��!# �A 7 D7��E 7 "���%�"#��, 6����+ A"P� 7 ���;� #"��!�
#�7&��!#A 6���7%��! R,%���

eikωt = cos kωt + i sin kωt, e−ikωt = cos kωt − i sin kωt, �����

�' A"!B ��E��

cos kωt =
1
2
[eikωt + e−ikωt], sin kωt =

1
2i

[eikωt − e−ikωt] �����



	�	� !�� "��#$ � �������%� ��������� "��#$ ��

C� � ��!B� !��  � ��"�$� �A 7 D7��E1

f(t) =
+∞∑

k=−∞
Cke

ikωt, ���F�

 �

Ck =
1
T

T/2∫
−T/2

f(t)e−ikωtdt. ��G��

� ���"�!H�!B '�#��#7&���AB &�(%!&� '��H���A &� �$��E , ��"� 6���� �� ���A
#��"���%)��8 P�%)��#�� � ����$��%7 D7��E @��M '� &#� '&������ 7&�$7 �� ��+ P� S(ω) E
"���%�"#��� &�%!H!���+ , ��(� &��� ��(� �7�! �� ��� 7 &!$%A �

S(ω) = P (ω) + iQ(ω) ��G��

���
S(ω) = A(ω)eiϕ(ω), ��G��

 � P (ω) � Q(ω) 0  �,#�� �� 7A&�� H�#�!�! S(ω)+ � A(ω) � ϕ(ω) 0 88 �� 7%) � 6�'�

A(ω) =
√

P 2(ω) + Q2(ω). ��GG�

ϕ(ω) = arctg
P (ω)
Q(ω)

. ��G��

� ���7 ��'�+ "�%! f(t) = 0 '� t < 0+ 6���7%� ���G� ���7&�E &!$%A 7

S(ω) =

∞∫
0

f(t)e−iωt. ��G
�

C�"� �����&�����A D7��E ��'!&���) � ����H�!� �� &� ���7 &� �����&�����A ���G�+ P�
��'!&���)  &���H�!�

Y"P� f(t) = 0 '� t < 0+ ��(%!&!, '��!# ����$��%7 D7��E ��"�( 7 &!$%A �

f(t) =
2
π

∞∫
0

P (ω) cos ωtdω, ��G;�

���

f(t) = − 2
π

∞∫
0

Q(ω) sin ωtdω. ��G��

������ ����������
 ����������� �����

� �� 7��&!+ P� S(ω) E �����&�����A� D7��E 67�"=�8 f(t)+ �����&�����A� D7��E
67�"=�8 f(t − ξ)+ A"� '���!�7E�)#A �� &�%!H!�7 ξ &� ��#�� 67�"=�8 f(t)+ E

Sξ(ω) = e−iωtS(ω). ��G��

NA ��&��#�) &� ��� A" ������� ���	��"����� �� ��&� ��  %A f(t + ξ)

Sξ(ω) = eiωtS(ω). ��GF�

� 	%A 67�"=�8 e−iηtf(t) �����&�����A D7��E &!'��H�E�)#A A"

S(ω + η) =

+∞∫
−∞

[f(t)e−iηt]e−iωtdt. �����



�
 	� 
�������� �� � �� �� ��������

C����+ A"P� S(ω) E �����&�����A� D7��E 67�"=�8 f(t)+ �� '#7& H�#���! ω �� &�%!H!�7
η ��!&� !�)  � ���!����A �����&�����A D7��E  %A 67�"=�8 f(t)e−iηt D���7%7 �����
��'!&���) �������� �����

G Y"P� S(ω)+ S1(ω)+ S2(ω) E �����&�����A� D7��E 67�"=�, f(t)+ f1(t)+ f2(t)+ ��  %A
67�"=�8 f(t) = f1(t) · f2(t) ��E��

S(ω) =

+∞∫
−∞

f1(t)f2(t)e−iωtdt. �����

C7�

S(ω) =

+∞∫
−∞

S1(ξ)S2(ω − ξ)dξ.

�!��' &!$%A 7

S(ω) =

+∞∫
−∞

S1(ξ)S2(ω − ξ)dξ =

+∞∫
−∞

S1(ω − ξ)S2(ξ)dξ. �����

��'!&�E�)#A �������" 67�"=�, S1(ω) �� S2(ω)

� ,������ ��������� �$���=� f(t) =

+∞∫
−∞

f1(τ)f2(t − τ)dτ 67�"=�, f1(t) � f2(t) &� �

��&� �E
S(ω) = S1(ω)S2(ω). ���G�

������ �������������� ������������� ������ 	����
�

O7 ��� ��'��H��! x(t) = f(t)+ ���H! �� 7&�'� ����� !H�!, ���=�# �7"7���#�)
"���%�"#�!B &�%!H!� Ck ��! k ∈ (−∞,∞) 7�&���E "���%�"#�!, #��"�� 67�"=�8 x(t)
��(�� �' =!B &�%!H!�+ P� &'A�� ��! &� ��&� ��, H�#���� kω+ &!'��H�E�)#A ���%��7 ��
�� 6�'�� &�"���� Ck @�! &!"��!#�����  %A ��'"%� ���A 67�"=�8 x(t) 7 �A D7��E
6���7%! ����� #7"7���#�) &�%!H!� ck ��'�� �' c0/2 7�&���E #��"�� ���%��7 67�"=�8+
� #7"7���#�) &�%!H!� ϕk 7�&���E #��"�� 6�' J#"�%)"! 7 ��$��)�B &!�� "�B "��!#�7��
�)#A �"���� #��"���� ���%��7 + ,�$� H�#�� ��'!&���) #��"���� 67�"=�8 x(t) � #!#����
"��� !��� ck, ω  %A  !#"����!B '��H��) ω = ω1, 2ω1, . . . , kω1, . . . #��"�� ��& �! '�����
(7&��!#A �!'"�� ��H�" �� �%�P!�� J#"�%)"! ��"� ,�$� '����(���A E ��'�7H�!�+ �'
"�(��8 ��H"! ��7#"���) ������ !"7%A� �� &�#) ω+ ���!�7�H! �� $��6�"7 ���(!�7
&���!"�%)�!B %���, C��7 #��"�� ���%��7 ��'!&���) �	�	)#���� ��������

���"���%)�� �� ���A ������ !H�!B 67�"=�, E ��%)M #"%� �!� ��%!H!��

S(ω) = π
dc

dω
, �����

������=�,�� ��B� ��, &� ���%��7 ! �� H�#���� ω+ ��'!&�E�)#A �����������" +	���	(
��"+ ��� �����������" '�������������" ������ !H��8 67�"=�8

?�B�, f(t) E ������ !H��� 67�"=�E� 7 &!$%A � � ��$� ��A��"7���$� ���7%)#7
J ���!���� �' =�E� 67�"=�E� ����� !H��� 67�"=�E� �7 ��� &&�(��! ��#"��H���7
"�%)"�#�) ��"!B #��!B ���7%)#�&+ A"� ��&������)#A �' ����� �� T  @���&�AE�� 6���
�7%! ���G� �� ��G�� "���%�"#�!B #��"���& ������ !H��$� � ����� !H��$� #!$��%�& 	%A
x(t) 7 &!$%A � � !�!H��$� ���7%)#7 ���7(��#�� m ��E��

S(ω) =

+∞∫
−∞

me−iωtdt = m

Td/2∫
−Td/2

e−iωtdt = −m

iω

(
e−iωTd/2 − eiωTd/2

)
=

2m
ω

sinω
Td

2
.



	�	� !�� "��#$ � �������%� ��������� "��#$ ��

N�, &!��' ��(�� �� ��! 7  �P� '�������7 &!$%A �

S(ω) = mTd

sin
ωTd

2
ωTd

2

. ���
�

� &!��' ���
� & A"�#�� ���(�!"� &B� !�) &� ��M���A #!�7#� &�%!H!�!  � #���8
&�%!H!�! NA 67�"=�A ��'��H�E�)#A

W�V> ξ =
sin ξ

ξ
, ���;�

NA 67�"=�A+ $��6�" A"�8 ��&� ��� �� �!# ZZ+ E ������ 67�"=�E� ξ @�! ξ = 0 ��E��
W�V> ξ = 1 � &!��'� ���
� mTd 0 &�%!H!�� #��%�  %A ���7%)#7  ���$� &!$%A 7+ ,  ��
��&��E �%�P� =)�$� ���7%)#7 ��7&�(!��+ P� ��! ω = 0 &�%!H!��� S(ω) &!'��H�E�)#A
�%�P�  %A ���7%)#�&  �&�%)��8 6���!

J"���� '7�!�!��#A �� #��"��� δ�67�"=�8 	%A ��8

S(ω) =

+∞∫
−∞

e−iωtδ(t − T )dt.

�� &#�B '��H��) t �= T 67�"=�A δ(t − T ) = 0 C�%)"! '� t = T &��� ��  ���&��E �7%�
�&�(7�H! �� =�+ ��(�� ��'$%A ��! &7')"!, �����&�% & �"�%� ��H"! t = T � ��!,�A�!
e−iωt = e−iωT  Y"P� &!��#�! =�, ���(�!" '� '��" ����$��%�+  �#������  %A δ�67�"=�8

S(ω) = e−iωT . �����

J�(�+ &!A&%AE�)#A+ P� �� 7%) #��"��� δ�67�"=�8  ���&��E � !�!=� NA 67�"=�A
��E #7=�%)�!, #��"��+ A"!, ���#�A$�E�)#A  � ��#"��H���� &�%!"!B '��H��) H�#���! ω �
7#)��7  ����'��� '����&���A ω #��"���%)�� P�%)��#�) δ�67�"=�8 '�%!M�E�)#A #��%��

������  ���������� 
������������ ����������� !������

Y" &(� �� "��#%�&�%�#A+ 6���7%��! �����&�����A D7��E ��(�� "��!#�7&��!#A
7 ���7 &!�� "7+ "�%! 67�"=�A f(t) E ��#�%���� ����$��&���+ ����� ��E &!"��7&��!#A
7��&� f(t) → 0 '� t → ∞  %A  �A"!B 67�"=�,+ ' A"!�!  �&� !�)#A ���! #���&7 ��!
 �#%� (���� #!$��%�&+ =A 7��&� �� &!"��7E�)#A 	� ��"!B 67�"=�, ��%�(!�) '�&��M��,
&�%!& 7 &!$%A � � !�!H��$� #��!�"�+ ������(��� 7 H�#� 67�"=�8 0 $������H�� "�%!&���A
��P�

� =)��7 ��'� 67�"=�A �!�H�#�&� '�����E�)#A ��M��+ '&�A'���� ' =�E� 67�"=�E�
f∗(t)+ A"� E ��#�%���� ����$��&��� 	�%�  %A 67�"=�8 f∗(t) &� M7"7E�)#A #��"���%)��
P�%)��#�) S∗(ω) � M%AB�� $���!H��$� ����B� 7 '��B� !�)#A &!��'  %A S(ω)  %A &B� ��8
67�"=�8 f(t) @���%�#��7E�� '��B� (���A 7 ��"!, #��#�� #��"���%)��8 P�%)��#��  %A
67�"=�8 f(t)+ A"� �� E ��#�%���� ����$��&��� �� ��!"%� � f(t) = C  %A t ≥ 0+ �����
 %A � !�!H��8 67�"=�8+ �����#M����&���8 #��%�� C �����!�� =� 67�"=�� 67�"=�E�
f∗(t) = e−σtf(t)+  %A A"�8 '� σ > 0 7��&� ��#�%����8 ����$��&��#�� &!"��7E�)#A 	%A
67�"=�8 f∗(t) #��"���%)�� P�%)��#�) S∗(ω) &� M7"7E�)#A '� 6���7%��

S∗(ω) =

∞∫
0

e−σtCe−iωtdt = C

∞∫
0

e−(σ+iω)tdt =
C

σ + iω
�����

���"���%)�� P�%)��#�) S(ω) ����� &� M7"7E�)#A A" $���!=A lim
σ→0

S∗(ω) =
C

iω
 ������

�� '��"�� ����$��%� 7A&��8 &�%!H!�! iω �� "���%�"#�7 &�%!H!�7 p = σ+ iω ��(� ���!



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

'� &� ��&� ��$� &!���7 σ ��%)M '�$�%)�� '��H���A+ ��( =� &!�%!&�E �' ��'$%A�7��$�
��!"%� 7

�!��'!

L[f(t)] =

∞∫
0

f(t)e−ptdt ���F�

��

L[f(t)] =

∞∫
−∞

f(t)e−ptdt ��
��

��'!&���)#A &� ��&� �� � ����H�!� ��  &���H�!� �������������� -������ @�! '�����
�����&�����A D7��E �����&�����A� 9��%�#� & p = σ+iω  �,#�� H�#�!�� �����)#A ��"��+
P�� �#�7&�& &� ��&� �!, &!��' ���F� � ��
�� J#��&�� '��H���A  %A �����8 7���&%���A
��E � ����H�� �����&�����A 9��%�#�

�B� �7 67�"=�� f(t) ��'!&���) ����	�����+ � &� ��&� �7 67�"=�� L[f(t)] � f(t)
�� f(t) � L[f(t)] 	%A �����&�����A+ P� &� ��&� �E 67�"=�8 f(t) "��!#�7��)#A ��"�(
��'��H���A� F (p) A" 67�"=�8 "���%�"#��8 '�����8 p J������� �����&�����A 9��%�#�
&!'��H�E�)#A 6���7%��

f(t) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

F (p)dp. ��
��

@����&�����A 9��%�#� �6�"�!&�� &!"��!#��&7E�)#A ��! &!��M���� '� �H "��7&���
�A �� �����"! #!$��%�&+ "�%! 7 A"�#�� &B� �!B  %A  �#%� (���A '� ���)#A  !6����=��
�%)�� ��&�A��A ����B� �!B ���=�#�& & #!#���� ��� '� �E�)#A ���� ���H�� 67�"=�A+ P�
��!#7E  !����"7 #!#���! �����"! #!$��%�&

Y"P�  !����"� #!#���! ��!#7E�)#A  !6����=��%)�!� ��&�A��A�

L[x(t)] = an
dnx(t)

dtn
+ an−1

dn−1x(t)
dtn−1

+ . . . a0x(t) = f(t) ��
��

�' &� ��&� �!�! ��H��"�&!�! 7��&��!

x(0) = x0,
dx(0)

dt
= x1, . . . ,

dn−1x(0)
dtn−1

= xn−1, ��
G�

��

anX(p) − an

[
pn−1x0 + pn−2x1 + . . .

]
+ an−1p

n−1X(p) − an−1

[
pn−2x0 + pn−3x1 + . . .

]
+

+ · · · + a1X(p) + a1x0 + a0X(p) = F (p), ��
��

 � X(p) = L[x(t)]T F (p) = L[f(t)]
������� &#� H%��! ��&�A��A+ A"� ��#�A�) ��H��"�&� 7��&! �� ��!&� ��� �� ���� &� �

��#�� #�����A p+ � &&� ��� ��'��H���A R(p)+ � ��"�( ��'��H!��

D(p) = anpn + an−1p
n−1 + · · · + a1p + a0.

/�E�� ��&�A��A & ����������, 6����

D(p)X(p) = F (p) + R(p). ��

�

�&� #!

X(p) =
F (p)
D(p)

+
R(p)
D(p)

. ��
;�



	�	� !�� "��#$ � �������%� ��������� "��#$ ��

��"����+ '� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& ��E��

X(p) =
F (p)
D(p)

. ��
��

�!��' ��
�� ��E ��'&7 ��������#��� 
���	� #!#���! � ��'��H�E�)#A W (p)
�������� 0��� !�1!� ������	�
���	� �
�	�		�

d3x(t)
dt3

+ 6
d2x(t)
dt2

+ 11
dx(t)
dt

+ 6x(t) = 1(t)


� &��������!� �!���!�

x(0) = 5,
dx(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d2(t)
dt2

∣∣∣∣
t=0

= 0.

/�
�	� � �������	�! !�1!�

D(p) = p3 + 6p2 + 11p + 6, F (p) = 1/p, R(p) = 5p2 + 30p + 55.

)��


X(p) =
1/p

p3 + 6p2 + 11p + 6
+

5p2 + 30p + 55
p3 + 6p2 + 11p + 6

.

/	� ��!� ����	
 �������������	��� �
�	�		� D(p)2

p3 + 6p2 + 11p + 6 = (p + 1)(p + 2)(p + 3) = 0.

3��������	� ��	��
� �����!� !�1 ������

W (p) =
1

p(p + 1)(p + 2)(p + 3)
=

1
6

[
1
p
− 3

p + 1
+

3
p + 2

− 1
p + 3

]
.

)�� !� ������������ ��������		�! ���
�	���	��� ����� 	� 	� &����
4
� /�
�	� � ���	���		�!

����
	��� ��� 	� &����
4�� ���
�	���	�� ����
�
1

p + α
� e−αt� $��� !�1!� ��� &����
�	�%

�������������� �����!� �� �����
% 	� ��&��� �&��� 5���	��	� �������62

h(t) = L−1[W (p)] =
1
6
[
1 + e−t + e−2t + e−3t

]
.

7�� ��������� 	�	�����
 &�������
 �!���� �� ������!� ����� ��� ���
�	��� ���	���
y(t) �� �����
8 	� ���	��	� ��������

y(t) =
1
6
[
1 + 87e−t − 87e−2t + 29e−3t

]
.

�����&� (���A ���A��A ���� ���H��8 67�"=�8 #���P7E ���%�'  !����"! #"%� �!B
#!#��� C�"+ A"P� ���� ���H�7 67�"=�� #!#���! �� ��! 7 &!$%A � #7�! ���� ���H�!B
67�"=�, "�%)"�B �%��������!B %��=�$�& Wk(p)

W (p) =
M∑

k=1

Wk(p), ��
��

�� ���%�' B���"���!#�!" #!#���! '&� !�)#A  � ���%�'7  !����"! "�(��$� �"����$� %���
=�$�

?��#����" 7 =)��7 �� ��' �%� '�7&�(!��+ P� & 7#�B &!�� "�B+ '������H! 7 &!��'�B
 %A ���� ���H�!B 67�"=�, W (p) "���%�"#�7 &�%!H!�7 p = σ + iω 7A&��� &�%!H!���
iω+ ����� ��! σ = 0+  �#������ &!��'! &� ��&� �!B ���%��7 ���6�'�&!B H�#����!B B��
��"���!#�!"+ P� #��&�� �E �' � ����H�!� �����&�����A D7��E

��"� #�������	 �������

	�  !#"����!B &� ��#A�) #!$��%!+  !#"���!'�&��� '� H�#�� �� ��&��� �"&����&����



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

������ ���������� ������
�

@� "&���7&���A� ���%�$�&�$� #!$��%7 ��E�)#A �� 7&�'� �����=�A �����&�����A
#!$��%7+ "�%! ' �,#��E�)#A ,�$�  !#"���!'�=�A '� ��&��� ��� & H�#�+ ��� � ��H�#�� '�
��&��� � & H�#� @�! =)��7 ���%�$�&!, #!$��% ��!#7E�)#A �������&��� ���� "7#"�&��
�������&���� 67�"=�E� H�#7 x(t)+ "�%! ��$7���� � #��� 67�"=�A ���7&���)  �&�%)��
'��H���A 7 ��&���7 �����("7 t ∈ [t1, t2]+ x(t) ∈ [x1, x2]

!���������� � #��	 0 =� �����&�����A #!$��%7 x(t) 7 ��#%� �&��#�) ���7%)#�&+ P�
#%� 7��) � !� '� � �!�+ ���%��7 �+ ��!&�%�#�) ��� H�#���� A"!B '�%�(!�) &� ���%��7�
 ! &B� ��$� ���%�$�&�$� #!$��%7 @�!#���,+ P� &!"��7E �����=�� "&���7&���A & H�#�+
��'!&�E�)#A ��������#��+ ��� 	��������� ���������+ A"!, 7 �"�����7 &!�� "7 ����
�7#"�E &B� �!, #!$��% x(t) %!M� ����A$��  �A"�$� H�#7 τ ���!&�%�#�) '��!"���A� � ��
����7#"�E ,�$� ����A$�� H�#7 Td − τ ���!&�%�#�) �����!&���A� ��%!H!�� Td ��'!&�E�
�)#A ���	���� ����������� .��� 	��������� ����������	�/

.#�7��) ��'�� #��#��! 6���7&���A �"���!B ���7%)#�&+ P� ��#�A�)#A &  !#"���!'��
&���, ��#%� �&��#�� ���! ��'��'�A��)#A  ��7#�!�!�! '��H���A�! ���%��7 + M!�!���
���7%)#�& �� H�#����� 8B�)�$� �� ���A � =!6��&!B #!#����B '�'&!H�, '�#��#�&7E�)#A
��" '&��� ����	����� ������	� ���7%)#�&+ "�%! &!#��� ���7%)#7 ������=�,�� ����H���
�7 '��H���� �������&��$� #!$��%7+ M!�!�� ( ���7%)#7 #��%�+ � �����&�%! ��( ���7%)�
#��! � ��"�&� ,  ���&����) ����� 7 "&���7&���A 	� ��"!B #!$��%�& ��(�� '�#��#�&7�
&��! ������7 #7�����'!=�8+ ���7 &��! ��!#7��)#A %���,�!�! #��&&� ��M���A�!

!���������� �� �	���� �'��H�E �����&�����A #!$��%7 x(t) M%AB�� �"�7$%���A ,��
$� �!��E&�$� '��H���A  �  �A"�8 '� ���8 6�"#�&���8 &�%!H!�! xd+ A"� ��'!&�E�)#A �	�(
��� ����������� �&���7&���A '� ��&��� E ��%���,�!� �����&�����A� &B� ��$� #!$��%7
x(t) @�!#���,+ P� ' �,#��E �����=�� "&���7&���A '� ��&���+ ��'!&�E�)#A ��������(
����� �� #���) ��( #7#� ���! ��&�A�! "&���7&���A ��'!&�E�)#A "��"�� "&���7&���A
q
(k)
d = x

(k+1)
d − x

(k)
d + � ��B!�"�� "&���7&���A '&��)#A &�%!H!�� εd = x(t) − x

(k)
d "�%!

x(k) − d < x(t) ≤ x
(k+1)
d + A"� '�%�(!�) A" &� B���"���!#�!" "&���7&���%A+ ��" � &� 

#���$� &B� ��$� ���%�$�&�$� #!$��%7
	%A '�A#7&���A �#��&�!B &%�#�!&�#��,  !#"���!'�&��!B 67�"=�,  �#!�) ��'$%A�7�

�! "&���7&���A & H�#�

������ "���#���$��� ���� ���������% ������
�

	!#"����� 67�"=�A xd(t)+ P� ����� 7%)�&��� '� ���%��7 �� , � ��(7E�)#A M%A�
B�� "&���7&���A & H�#� �������&��$� #!$��%7 x(t) '� #��%!� ��"��� Td+ �������!H��
'��!#7E�)#A &!��'��

xd(t) =

{
x(kTd)  %A t = kTd, k = 0, 1, . . .
0 ��! kTd < t < (k + 1)Td.

��
F�

?� �!# 
� ��&� ��� $��6�H�� '����(���A ���%�$�&�$� #!$��%7 x(t) = e−αt+ α > 0
�� &� ��&� ��$�  !#"�����$� #!$��%7 x(nTd) = e−αnTd + n = 0, 1, 2, . . .

���H���A  !#"�����$� #!$��%7 x(nTd) ��'!&���)#A �	��	���� #!$��%7 ���! E ��(
�	����� &!B� ��$� ���%�$�&�$� #!$��%7 & ������! H�#7 t = nTd+ n = 0, 1, 2, . . .

x(nTd) = x(t)
∣∣
t=nTd

, n = 0, 1, 2, . . . ��;��

J#"�%)"!  !#"����!, #!$��% ��!#7E�)#A ��#%� �&��#�� H!#�%+ ������ S��M��"�&�
67�"=�AS '�����E�)#A �� ������ S !#"����� ��#%� �&��#�)S xn1

xn = x(nTd), n = 0, 1, 2, . . . ��;��

�!���"! #!$��%7 ���7�)#A '� #��%!� �����&�%�� Td+ ����� �' ��&��� H�#�����+ A"� ���
'!&�E�)#A #������" ����������	� fd1 fd = 1/Td



	�&� �������� ������� ��

�������� 9	������� ���	�� !�1 ������ x(t) = e−αt cos 2πt 5���� -�:6� ;
�&��
�	� ����
���������	� ���	�� xd(nTd) &�� ����	
 ������
 �����������
% fd = 1/Td !���!� ������

xd(nTd) = e−αnTd cos 2πnTd.

3��&����!�� � α = 0, 01� f = 0, 5 �<�= fd = 4 �<�� )��
 Td = 1/fd = 0, 25 !�  �����

xd(nTd) = e−0,01...n...0,25 cos 2πn0, 25.

	!#"����� ��#%� �&��#�� �7&���) #"��H����8 �� ��#"��H����8  �&(!�! �B ��'!&���)
&� ��&� �� #"��H���!�! � ��#"��H���!�! ��#%� �&��#�A�! ���� ��$�+  !#"����� ��#%��
 �&��#�� ��(7�) �7�! �� '���!���!�! � '���!���!�! �� ��&�7 "�%)"�#�) �����&�%�&
 !#"���!'�=�8 � ���M��7 &!�� "7 &� %�"! xn 6�'!H�� ���%�'7E��8 #"��H����8 ��#%� �&�
��#��  �&(!��� N ��(7�) ��!,���! ���7%)�&� '��H���A ��%)"! ��! n = 0, N − 1+ �  %A
��#"��H����8 ��#%� �&��#�� 0 ��! &#�B n

����!����� �� m �����&�%�&  !#"���!'�=�8 Td ��#%� �&��#�� ��'!&�E�)#A ��#%� �&�
��#�)

yn = xn−m = x[(n − m)Td], yn = 0 ��! n < m. ��;��

	%A ��!#7 ��#%� �&��#�� &!"��!#��&7��)#A ��'�� #��#��!+ A"���1
0 ����	��#��)+ "�%! &� ��&� �!� �������!H�!� &!#%�&�� �6���7%��� &!'��H���

�)#A H!#�%)�� '��H���A ��#%� �&��#��T
0 �����������	)+ "�%! ��'��#��� �)� '� ���)#A '��H���A &� %�"�& ��#%� �&��#��
��(%!&� '��H���A & �����8 �� ���"�!=� =!6��&�8 �����"! #!$��%�& ����)  &� ��"�

#!$��%!1 �����#��) 	������ � �����#��) �������
�����#��� 	�������� ����  !#"������  �%)���67�"=�E�� E  !#"����!, #!$��%+

A"!, '� �&�%)�AE ��"!� 7��&��1

δ(t − mTd) =

{
1, '� t = mTd,

0, '� t �= mTd.
��;G�

N�  �E '��$7  ��! #���$!, �������!H�!, ��!# ���=�#7  !#"���!'�=�8 A" '����� �����
���&��8 67�"=�8 x(t) ��M��"�&�� 67�"=�E� xd(nTd)+ A"� 6���7E�)#A '$� �� ' �%$��!�
����

xd(nTd) = x(t)
∞∑

n=0

δ(t − nTd) =
∞∑

n=0

x(nTd)δ(t − nTd). ��;��

�����#��) ������� 0 =�  !#"����!, #!$��%+ A"!, '� �&�%)�AE 7��&!1

u(t − mTd) =

{
1, '� t ≥ mTd,

0, '� t < mTd.
��;
�

��$� %	�	!�	 ������ &	 ������ ���������

	!#"����� #!#���! �� #7�� ' �,#����) �����&�����A � ��E8 ��#%� �&��#�� �&B� ��8�
& ��M7 �&!B� �7� N� �����&�����A ��(�� & '�$�%)���7 &!�� "7 '��!#��! 7 &!$%A �

y(n) = f [x(n)]. ��;;�

�! ��������� f [·] '�%�(!�) &� "��"����!B &%�#�!&�#��,  !#"�����8 #!#���! �����"!
��6����=�8

?�B�, E  �A"�  &� &B� �� ��#%� �&��#�� x1(n)+ x2(n)+ � y1(n) �� y2(n) 0  �A"� &!B��
 �� ��#%� �&��#�� Y"P� &� $7"�� y(n) #!#���! �����"! �� &B� ��#%� �&��#�� x(n) =
ax1(n) + bx2(n) �a �� b 0  �&�%)�� #��%�� �7 � ��#%� �&��#�)

F [a1x1(n) + a2x2(n)] = a1F [x1(n)] + a2F [x2(n)] = y(n) = ay1(n) + by2(n),



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

�� ��"�  !#"����� #!#���� ��'!&�E�)#A �	�	)��" �����	#��" �������"+ ��� �	�	)��"
�������" �	 ������� �����������

�!#���� '� ������� ����������� B���"���!'7E�)#A �!�+ P� A"P� &B� ��, ��#%��
 �&��#�� x(n) &� ��&� �E ��#%� �&��#�) y(n)+ �� &B� ��, ��#%� �&��#�� x(n − k) '� �7 )�
A"!B k &� ��&� �E ��#%� �&��#�) y(n − k)

?�B�, x(n) 0 &B� ��+ y(n) 0 &!B� �� ��#%� �&��#�� %���,��8 #!#���! '� #��%!�! ���
��������! � ��B�, h(n) 0 &� $7" #!#���! �� � !�!H�!, ���7%)# �	�������� '������(
������� #!#���!+ ��� �	���� �� �����#��) 	������� �!"��!#��&7�H! 6���7%7 ��;��+
x(n) ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

x(n) =
∞∑

k=−∞
x(k)δ(n − k). ��;��

J#"�%)"! h(n) E &� $7"�� #!#���! �� ��#%� �&��#�) δ(n)+ � ��������! #!#���! E #��%!�!
&�%!H!���!+ h(n−k) �7 � &� $7"�� �� ��#%� �&��#�) δ(n−k) �� &%�#�!&�#�� %���,��#��
&!�%!&�E+ P� &� $7"�� �� ��#%� �&��#�) x(k)δ(n−k) ��E �7�! ��#%� �&��#�) x(k)h(n−k)
C��7 &� $7" �� x(n)  ���&��&��!��

y(n) =
∞∑

k=−∞
x(k)h(n − k) =

∞∑
k=−∞

h(k)x(n − k). ��;��

N�, &!��' ��'!&�E�)#A #��&&� ��M���A� �!�7 �������
9���,�7 #!#���7 '� #��%!�! ����������! ��'!&���) 
	��#�� ����	�����"+ A"P�

&�%!H!�� &� $7"7 ��! n = n0 '�%�(!�) ��%)"! &� &� %�"�& &B� ��8 ��#%� �&��#�� �'
�������! n ≤ n0 N� �'��H�E+ P� ���7%)#�� B���"���!#�!"� h(n)  ���&��E �7%� ��!
n < 0

9���,�� #!#���� '� #��%!�! ����������! ��'!&�E�)#A ��	)��"+ A"P� '� �7 )�A"�8
����(���8 &B� ��8 ��#%� �&��#�� &!B� �� ��#%� �&��#�) ��"�( ����(��� ?���B� ��� ��
 �#����)�� 7��&��! #��,"�#�� #!#���! E ��"� &!��$�  � ���7%)#��8 B���"���!#�!"!1

∞∑
n=−∞

|h(n)| < ∞. ��;F�

��&��� '
(�����
 �
����

�!#���!+ 7 A"!B &B� �� �� &!B� �� ��#%� �&��#�� x(n) �� y(n) '&�A'��� %���,�!�
��'�!=�&!� ��&�A��A� '� #��%!�! "��6�=�E����!+ 7�&�����) "%�# %���,�!B #!#��� '�
#��%!�! ����������! J�!# #!#��� ��'�!=�&!�! ��&�A��A�!  �'&�%AE '��,�! �6�"�!&�
�� '�#��! ���7 �&! ��"!B #!#��� � '�$�%)���7 &!�� "7 %���,�� ��'�!=�&� ��&�A��A
M �$� ���A "7 '� #��%!�! "��6�=�E����!+ A"� &� ��#!�)#A  � "%�#7 6�'!H�� ���%�'7E�!B
#!#���+ ��E &!$%A 

y(n) =
M∑
i=0

bix(n − i) −
M∑
i=1

aiy(n − i), n ≥ 0, �����

 � "��6�=�E��! bi+ ai ��!#7��) "��"����7 #!#���7+ ��!H��7 aM �= 0
<�&�A��A ����� '��!#��� 7 &!$%A �+ '�7H���7  %A ��'&�A'���A ���� �� ��A��8 �� �

#����&"! ����& �+ ���H! ����� ��H��"�&!B '��H��)  %A '����!B x(i)+ y(i)  %A i =
−M,−1 ���" '&��!B ��H��"�&!B 7��&� �� &B� �7 ��#%� �&��#�) x(n)+ '� 6���7%�� �����
��(�� ��'��#��� �)� &!��B7&��! &!B� �7 ��#%� �&��#�) y(n)  %A n ≥ 0

��(%!&� '��H���A ��'�!=�&!B ��&�A�) ��%A$�E 7 ���7+ P� &��! ��'��#��� �)� &!�
'��H���) #��#�� ���7 �&! =!6��&�8 #!#���! C�"+ ��'�!=�&� ��&�A��A ���M�$� ���A "7
'�$�%)��$� &!$%A 7

y(n) = −a1y(n − 1) + b0x(n) + b1x(n − 1) �����



	�'� (������ ������ )� ������� ���������� ��

��(�� ���%�'7&��! '�  �����$�� #B��!+ P� ��&� ��� �� �!#
� =�, #B��� �%�" ['���!�"�S ' �,#��E '���!�"7 �� � !� &� %�" D���� ���7 �&! #!�

#���!+ P� ��'$%A�7��+ & A"�,  %A &B� ��8 �� &!B� ��8 ��#%� �&��#��, &!"��!#��&7��)#A
�"���� �%�����! '���!�"!+ ��'!&�E�)#A �����" 
����" 0

<�'�!=�&� ��&�A��A  �7$�$� ���A "7 '�$�%)��$� &!$%A 7

y(n) = −a1y(n − 1) − a2y(n − 2) + b0x(n) + b1x(n − 1) + b2x(n − 2) �����

��(� �7�! ���%�'�&��� '�  �����$�� #B��!+ P� ��&� ��� �� �!#
�!#���! ���M�$� ��  �7$�$� ���A "7 ��(7�) &!"��!#��&7&��!#A ��! ���%�'�=�8

#!#��� ��%)M &!#�"�$� ���A "7

��&��� )������� %�������������

	!#"����� #!$��%! � #!#���! ��(7�) �7�! �� ��� 7 ��'��, 6����+ ��! =)��7 A" �  %A
���%�$�&!B #!$��%�& � #!#���+ �#��%!&� &�(%!&7 ��%)  %A  !#"����!B #!$��%�& � #!#���
&� �$����) #!�7#�8 �%)�� �� "���%�"#�� �"#�����=�,�� ��#%� �&��#�� N� ��A#��E�)#A
�!�+ P� �#��&�� &%�#�!&�#�) %���,�!B ��&�������!B  � '#7&7 #!#��� ��%A$�E 7 ���7+ P�
& 7#��%����7 #���� &� $7" �� #!�7#�8 �%)�!, &B� �!, #!$��% E #!�7#�8 �� ��E8 #���8
H�#���!+ ' ���%��7 �� �� 6�'��+ A"� &!'��H���)#A B���"���!#�!"�� #!#���! Y"��'
=A &%�#�!&�#�) %���,�!B ��&�������!B  � '#7&7 #!#��� ���!�) �� ���A #!$��%�& H���'
#!�7#�8 ! �� "���%�"#�� �"#������! ��"!� "��!#�!�

<�'$%A���� "%�# &B� �!B  !#"����!B ��#%� �&��#��, &!$%A 7

x(n) = eiωn, −∞ < n < ∞, i =
√−1. ���G�

Y"P� ��"� ��#%� �&��#�) �� B� !�) �� &B� #!#���! �' ���7%)#��� B���"���!#�!"��
h(n)+ �� �� &!B� � '�A&!�)#A ��#%� �&��#�)

y(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)eiω(n−k) = eiωn

∞∑
k=−∞

h(k)e−iωk = x(n)H
(
eiω
)
. �����

C�"!� H!���+  %A &!�����$� "%�#7 &B� �!B ��#%� �&��#��, &� $7" #!#���! #��&�
�� �E �' &B� ��� ��#%� �&��#�� ' ��H��#��  � "���%�"#��$� ���(�!"� H

(
eiω
)
+ A"!,

&!��(�E�)#A H���' ���7%)#�7 B���"���!#�!"7 #!#���! ��"1

H
(
eiω
)

=
∞∑

n=−∞
h(n)e−iωn. ���
�

J#"�%)"! ��#%� �&��#�) &!$%A 7 eiω 67�"=����%)�� E �"&�&�%������ #!�7#�8 � �' H�#���
��� ω+ �� ���(�!" H

(
eiωn
)
��'!&���) #�������" '�������������" �������+ �#"�%)�

"! &�� A&%AE #���� "���%�"#�!, "��6�=�E�� ���� �H� #!#���! '� #��%!�! ����������!
 %A "�(��$� '��H���A ω

�� '��H!��  �A"� &%�#�!&�#�� H�#�����8 B���"���!#�!"! I�#����� B���"���!#�!�
"� E ����� !H��� 67�"=�E� H�#���!+ ��!H��7 88 �����  ���&��E 2π .�M�� &�(%!&��
&%�#�!&�#�� H�#�����8 B���"���!#�!"! E #!����!H��#�) 88 �� 7%A

∣∣H (eiω
)∣∣ �� ���!#!�

����!H��#�) 88 6�'! C��7 7 ��'�  �,#�!B ���7%)#�!B B���"���!#�!" �����&�% H�#���+
�� A"��7 '� ���) H�#����7 B���"���!#�!"7+ '�'&!H�, #"���H7��)  � 0 ≤ ω ≤ π

@� ��� H
(
eiω
)
7 &!$%A �

H
(
eiω
)

=
∣∣H (eiω

)∣∣ ei\]^H
(
eiω
)
. ���;�

C� �  %A #!#���!+ A"� ��!#7E�)#A ��'�!=�&!� ��&�A��A� ���M�$� ���A "7 &!$%A 7

y(n) = b0x(n) + a1y(n − 1) �����



�	 	� 
�������� �� � �� �� ��������

��! b0 = 1 ' ��H��"�&�� 7��&�� y(−1) = 0+ ���!����

∣∣H (eiω
)∣∣ = 1√

1 + a2
1 − 2a1 cos ω

, �����

\]^H
(
eiω
)

= ω − arctg
a1 sin ω

1 − a1 cos ω
. ���F�

	%A  !#"����!B #!#���  �7$�$� ���A "7

y(n) = b0x(n) + a1y(n − 1) + a2y(n − 2) �����

'� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& y(−1) = 0+ y(−2) = 0 �� b0 = 1 ���7%)#�� B���"���!#�!"�
��(� ��!,�A�! � �7 '  &�B 6���1

h(n) = α1p
n
1 + α2p

n
2 , �����

h(n) = α1r
n sin(bn + ϕ). �����

I�#����7 B���"���!#�!"7+ P� &� ��&� �E ���7%)#��, B���"���!#�!=� �����+ ��(�� '��
�!#��! ��"!� H!���1

H
(
eiω
)

=
1

1 − 2r cos be−iω + r2e−2iω
, ���G�

 � r =
√−a2+ cos b =

a1

2
√−a2

+ ϕ = b+ α1 =
1

sin b


��&��� *��������� �� �����

J#"�%)"! H�#����� B���"���!#�!"�  !#"�����8 #!#���! E ����� !H��� 67�"=�E�
H�#���!+ ��&��#�) ���
� ��(�� ��'$%A ��! A" ��'"%� ���A H

(
eiω
)
& �A D7��E+ ��!H��7

"��6�=�E��! ��'"%� ���A E � ��H�#�� , &� %�"��! ���7%)#��8 B���"���!#�!"! #!#���!
�$� �� �����8 �A �& D7��E "��6�=�E��! h(n) ��(�� &!��'!�! H���' H

(
eiω
)
��"!� H!���1

h(n) =
1
2π

π∫
−π

H
(
eiω
)
eiωndω. �����

J�(�+ ��&��#�� ���
�+����� A&%A��) #���� ���7 �����&����) D7��E �� #��&&� ��M���
�A ����� &! ��+ P� h(n) �� #7�� E #7�����'!=�E� �#7���� #!�7#�8 eiω �' ���%��7 ��!
H
(
eiω
)
 @��� �����&����) ���
�+����� #���&� %!&�  %A �7 )�A"�8 ��#%� �&��#�� '� #"���

H���� #7��� ���;�+ ���7  �&�%)�7 &B� �7 ��#%� �&��#�) ��"�( ��(�� ��� #��&!�! 7
&!$%A �

x(n) =
1
2π

π∫
−π

X
(
eiω
)
eiωndω, ���
�

 �

X
(
eiω
)

=
∞∑
−∞

x(n)e−iωn. ���;�

�$� �� ' 6���7%�� ���
� &� $7" �� ��#%� �&��#�) eiωn  ���&��E H
(
eiω
)
eiωn+ ���7 &� �

$7"�� �� &B� �7 ��#%� �&��#�) ���
� �7 �

y(n) =
1
2π

π∫
−π

X
(
eiω
)
H
(
eiω
)
eiωndω, �����

.' ��&��#��
Y
(
eiω
)

= X
(
eiω
)
H
(
eiω
)

�����



	�'� (������ ������ )� ������� ���������� ��

&!�%!&�E+ P� ����� E � �!� '  &�B #��&&� ��M��)+ P� A&%A��) #���� ���7 �����&����)
D7��E  %A ��#%� �&��#�� y(n)

C�"!� H!���+ ��"�'���+ P� ,  %A  !#"����!B #!#��� '$���"� & ��%�#�� H�#7 &� �
��&� �E  ��7�"7 ����'�& & H�#�����, ��%�#�� J�(�+ H�#����� B���"���!#�!"� H

(
eiω
)
E

&� $7"�� #!#���! �� ����(��!, "%�# &B� �!B ��#%� �&��#��, &!$%A 7 eiωn+ 0 ≤ ω ≤ 2π
L%�+ ' 7��B7&���A� #��&&� ��M���A ���
�+ A"� ��"�'7E+ P�  �&�%)�� ��#%� �&��#�� E
#7�����'!=�E� �� ���!B �"#������+ &��! E &�(%!&!� '�#���� ��!#7 &� $7"7 #!#���!
��,(� �� �7 )�A"� &B� �� ��#%� �&��#��

��&�&�  ��(�� #
+ ����������#� �� ���������#� �����#�#�

@��� �����&����) D7��E  %A �������&��8 67�"=�8 �"�%!&���A� x(t) ��E &!$%A 

X(iΩ) =

∞∫
−∞

x(t)e−iΩtdt, ���F�

x(t) =
1
2π

∞∫
−∞

X(iΩ)eiΩtdΩ, ��F��

 � Ω 0 H�#���� �������&�!B "�%!&��)+ X(iΩ) 0 ����' �������&��$� D7��E������&�����A
�������&��8 67�"=�8 x(t)

L��%�$�H�� #��&&� ��M���A  %A  !#"���!'�&���$� "�%!&���A x(nTd) ����) &!$%A 

X
(
eiωT

)
=

∞∑
n=−∞

x(nTd)e−iωnTd , ��F��

x(nTd) =
T

2π

π/Td∫
−π/Td

X
(
eiωTd

)
eiωnTddω. ��F��

J#"�%)"! x(nTd) = x(t)
∣∣
t=nTd

+ �� ��(�� '&�A'��! X(iΩ) �� X
(
eiωTd

)
+ A"P� ��H!�

#%!�! ����$��% ��F��  %A t = nTd �����!�� ����$��% ' ��#"��H���!�! ��(��! ��#"���
H����� #7��� ����$��%�& �� �����&�%�B  �&(!��� 2π/Td C�"!� H!���+

x(nTd) =
1
2π

∞∑
k=−∞

(2k+1)π/Td∫
(2k−1)π/Td

X(iΩ)eiΩnTddΩ. ��FG�

������H! & ��FG� ���A �"  �, �� '������H! Ω �� ω+ � ��(!��

x(nTd) =
Td

2π

π/Td∫
−π/Td

1
Td

∞∑
k=−∞

X

(
ω +

2π
Td

k

)
eiωnTddω. ��F��

@�!��&�AE�� &!��'! �� ����$��%��! & ��F�� �� ��F�� K7"��� #��&&� ��M���A ���7&�E
&!$%A 7

X
(
eiωTd

)
=

1
Td

∞∑
k=−∞

X

(
ω +

2π
Td

k

)
. ��F
�

� =�E8 6���7%! &! ��+ P� ����� !H�� H�#����� 67�"=�A ��#%� �&��#�� #"%� �E�
�)#A ' #7�! ��#"��H����$� H!#%� H�#����!B "�������� �������&��$� "�%!&���A Y"P�
#��"�� �������&��$� "�%!&���A ����(��!, 7 #�7'�  ����'���� H�#��� |Ω| ≤ π/Td+ �����
X(iΩ) = 0 ��! |Ω| > π/Td+ �� ' ��F
� &!�%!&�E+ P� &  ����'��� H�#��� |ω| ≤ π/Td

X
(
eiωT

)
=

1
Td

X(iω). ��F;�



�
 	� 
�������� �� � �� �� ��������

� =)��7 &!�� "7 #��"��  !#"���!'�&���8 ��#%� �&��#�� ��'��#��� �)� ��&�A'��!,
'� #��"���� �������&��$� "�%!&���A+ A" =� ��"�'��� �� �!#

Y"P� ( X(iΩ) �� ����(��!,  ����'���� |Ω| ≤ π/Td+ �� #��&&� ��M���A ��( #���
"����!  !#"���!'�&���$� �� �������&��$� "�%!&��) &!A&%AE�)#A ��%)M #"%� �!� N�
#��!H!�AE�)#A �!�+ P� H�#���7  !#"���!'�=�8 1/Td �7%� ������ ��  �#!�) &�%!"�� �
&!#�"�H�#����� #"%� �&� #��"��7 X(iΩ) ��!�!%!#) & ��%�#�� ��%)M �!')"!B H�#��� &
#��"��� X

(
eiωT

)
 C�"� '��P���A #��"���%)�!B #"%� �&!B �' � ��$�  ����'��7 H�#���

& ��M!, ��'!&���) ����������� #��"���&+ P� ��!&� !�)  � #���&���&���A #��"���
 !#"���!'�&���$� #!$��%�+ � 7 �� #7�"7 0 � '��H��) &� ��&%���$� �������&��$� #!$��%�
xb(t)

"��� (�#� +��!� 	������		� �&����
�

��'� �������
���� �����
������ %������

@����&�����A 9��%�#�

x(p) = L{x(t)} =

∞∫
0

x(t)e−ptdt, p = σ + iω, ��F��

� !�!H��$� � ��%)��$� ���7%)#7  �E

L{δ(t)} =

∞∫
0

δ(t)e−ptdt = 1, ��F��

� ,�$� '�#��#7&���A  � ���7%)#7+ P� '#7�7�!, �� kT01

L{δ(t − kT0)} = e−kT0p. ��FF�

� 7��B7&���A� =!B #��&&� ��M��) ��&�A��A ��F�� ���7&�E &!$%A 7

L{x∗(t)} = x∗(p) =
∞∑

k=0

x(kT0)e−kT0p. ������

�&� #! &!�%!&�E+ P� �����&�����A 9��%�#�  !#"�����8 67�"=�8 H�#7 E ����� !H���
67�"=�E� �' H�#����� ��&������A

ω0 = 2π/T0, ������

�#"�%)"! x∗(p + ikω0) = x∗(p)
J�(�+ A"P� x∗(δ + iω) &� ���  %A &#�B '��H��) '�����8 σ �� �����&�%� −ω0/2 ≤ ω ≤

ω0/2+ ����� & ��(�B �#��&��8 #�7$! �%�P!�! p+ �� &��� &!'��H��� �� &#�, �%�P!��



	�*� ������������ ��������� (������ ��

��,��� �
������

D�"#���� ��"#�����%A��� �7%)�&�$� ���A "7� �� ����� + P�  ���&��E ��"�7 "&���
�7&���A+ 6�"#7E �!��E&� '��H���A  !#"�����$� #!$��%7 x(kT0) ?� &!B� � 6�"#�����
6���7E�)#A #�7���H�#�!, #!$��%

@�!�7#�!��+ P� �� &B� 6�"#����� ��#�7��E ��#%� �&��#�) ���7%)#�& ��F��+ �����
�&�����A 9��%�#� A"�8 ��E &!$%A �55� �!B� �� 6�"#����� A&%AE�)#A #�7���H�#�!,
#!$��%

m(t) =
∞∑

k=0

x(kT0)[1(t − kT0) − 1(t − (k − 1)kT0)].

	%A �)�$� �����&�����A 9��%�#� &!'��H�E�)#A &!��'��

m(p) =
∞∑

k=0

x(kT0)e−kT0p 1
p

[
1 − e−T0p

]
.

�&� #! � ��(7E�� ���� ���H�7 67�"=�� �"#�����%A���� �7%)�&�$� ���A "7

H(p) =
m(p)
x∗(p)

=
1
p

[
1 − e−T0p

]
. ������

?� �!')"!B H�#����B &�� ��&� !�) #��� �� ���� 6�%)��7 ' ���� ���H��� 67�"=�E� ����
��� !H��$� %��=�$�

lim
ω→0

H(iω) =
T0

1 + T0iω
. ����G�

��(� Z)�����
������

	%A ���%��!H��$� �� ���A ��  �#%� (���A  !#"���!'�&��!B ��#%� �&��#��,+ � ���
"�( ���=� 7� 8B�)�8 �����"!  �#!�) "��!#�!� E Z������&�����A ���� &!'��H�E�)#A
��"!� H!���1  %A ��#%� �&��#�� x(n)+ −∞ < n < ∞+ 8 8 Z(������������ &!'��H�E�)#A
A"

X(z) = Z{x(n)} =
∞∑

n=−∞
x(n)z−n. ������

������ z '�'&!H�, '����&� (7E�)#A H���' �������� 9��%�#� z = ept Y"P� '�6��
"#7&��! t = T0+ ��

z = eT0p = eT0(σ+iω) = eT0σ[cos T0ω + i sin T0ω] ����
�

� '���#�!�� 88 7 ��&�A��A ������

X(z) = Z{x(nT0)} =
∞∑

n=−∞
x(nT0)z−k = x(0) + x(1)z−1 + x(2)z−2 + . . . ����;�

�!#%�& X(z) ��'!&�E�)#A Z�����'�� ��#%� �&��#�� x(n) � E &!'��H��!� ��%)"!  %A
�!B '��H��) z+ '� A"!B #������&!, �A ����;� '��$�E�)#A

_�� &!A&!�! 7��&7 '��(��#�� �A � ����;�+ ��'$%A���� ��"7 '����7 z = reiϕ+ P� E
��%)M 7'�$�%)����� ����&�A�� �' ����
�

���&�� '��(��#�� �A � ����;� E1

|X(z)| =
∞∑

n=−∞
x(n)z−n =

∞∑
n=−∞

|x(n)|r−n < ∞, ������

 � r = |z|
���(��#�) =)�$� �A � ��E ��#=� 7 ��"!B &!�� "�B1



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

• A"P� ��#%� �&��#�) x(n) ��E ����(��7  �&(!�7 N1 ≤ n ≤ N2+  � N1+ N2 0 #"���
H����+ �� 88 Z������&�����A '��$�E�)#A #"��') 7 �%�P!�� "���%�"#��8 '�����8 z �'�
&!�A�"��+ ��(%!&�+ ��H�" z = 0 �� z = ∞�T

• A"P� ��#%� �&��#�) x(n) ���������+ ����� E 6�'!H�� ���%�'7E���+ z(n) �= 0 ��!
0 ≤ N1 ≤ n < ∞+ X(z) '��$�E�)#A &#� ! ��'� "�%��  �A"�$� �� �7#� R1T

• A"P� ��#%� �&��#�) x(n) �����������+ �6�'!H�� �����%�'7E���+ ����� x(n) �= 0 %!�
M� '� −∞ ≤ n ≤ N2 < 0+ �� 88 Z�����' X(z) '��$�E�)#A & #��� !�� "�7$�  �A"�$�
�� �7#� R2T

• A"P� ��#%� �&��#�) x(n) &!'��H��� & �����&�%� −∞ < N1 ≤ n ≤ N2 < +∞+ ��
X(z) '��$�E�)#A 7 "�%)=�+ P� ����(��� "�%��! �� �7#�& R1 �� R2+ R1 < R2

��%!H!�! R1 �� R2 '�%�(��) &� ��'��M7&���A �#��%!&!B ��H�" ����"�	�� 67�"=�8
X(z) 5��6�H�� '����(���A �#��%!&!B ��H�" z∗k+ k = 1,M + ��'�� �' �7%A�! z0

l + l = 1, N
��E8 #���8 67�"=�8 X9z) & z��%�P!��+ ��'!&�E�)#A �����" ���	� 	 ���"�	�

�������� "�����	�!� &���
���	
��� x(n) = an� n = 0, 1, 2, . . . &�� |a| < 1� ��� ��� a = 0, 8
&�����	� 	� ���� Z������ &���
���	���
 ��
�	� � >> ����2

X(z) =
∞∑

n=0

anz−n =
∞∑

n=0

(az−1)n =
1

1 − az−1
.

��� ���	���		� 	��
� 
 &��8�
� &��������!� X(z) �� ������� X(z) =
z

z − a
� ?�	��
� X(z)

!
����� ���	 	��� 5����� ���
	� ������	��� ������6 z0
1 = 0 �� ���	 &��8� 5���
	� �
��	���6

z∗1 = a� "��
�� ��
�	���
 R = |a| = 0, 8� � ������� ��
�	���
 5���
���� &���
���	
��� x(n)
�������	�6 !
������� &��� ����! ���
��� R� ����� |z| > 0, 8�

<�'$%A���� Z������&�����A �!��&!B  !#"���!'�&��!B #!$��%�& x(n)+ A"� &!"��!�
#��&7��)#A ��! ���%�'�  !#"����!B #!#��� �����"!  ��!B

� 	��� #�7���H�#�� 67�"=�A x(n) = 1(n), n = 0, 1, . . . ������ � !�!H�!, #��!��"�
�$� �� ' ����;� ��E��1

X(z) = 1 + z−1 + z−2 + · · · =
1

1 − z−1
=

z

z − 1
, |z| > 1

� 	%A �"#�����=�,��8 67�"=�8 x(n) = e−an �a 0  �,#�� H!#%�� ��E��1

X(z) = 1 + [ea · z]−1 + [ea · z]−2 + · · · =
1

1 − [ea · z]−1
=

z

z − ea
=

z

z + a1
;

|ea · z| > 1, a1 = −e−a.

G Z������&�����A "���%�"#��8 �"#������!

x(n) = einω0 , n ≥ 0, x(n) = 0 "�%! n < 0

�7 �

X(z) =
∞∑

n=0

eiω0nz−n =
∞∑

n=0

(
z−1eiω0

)n =
1

1 − z−1eiω0
=

z

z − eiω0
, |z| > 1.

� 5������H�� �#!�7#�8 �%)��� "�%!&���A x(n) = sin ω1n ���!M��� =)�$� 7 &!$%A�

 � sin ω1n =
1
2i
[
eiω1n + e−iω1n

]
 ���B�&7�H! ��'7%)���+ P� ���!���� 7 ������ �)��7

��!"%� �+ ��E��1

X(z) =
1
2i

[
z

z − eiω1T0
− z

z − e−iω1T0

]
.

X(z) =
sin(ω1) · z−1

1 − 2z−1 cos ω1 + z−2
=

z sin ω1

z2 − 2z cos ω1 + 1
. ������

L��%�$�H�!� H!��� ��(�� � ��(��! Z������&�����A , ��M!B 67�"=�,



	�+� Z,��������� ��

��-��� ����������
 Z.�����������

?�&� ��� �#��&�� &%�#�!&�#�� Z������&�����A+ A"� &!"��!#��&7��)#A ��! ��H!�
#%���� z������&����) 67�"=�,

� 9���,��#�)1

Z{ax1(n) + bx2(n)} = aZ{x1(n)} + bZ{x2(n)} = aX1(z) + bX2(z). ����F�

� �#7& &���&� �'���!�"��1

Z{x(n − m)} = z−mX(z), m ≥ 0. ������

G �#7& &%�&� �&!���� (���A�1

Z{x1(n + m)} = zm

⎡
⎣X(z) −

m−1∑
j=0

x(j)z−j

⎤
⎦ , m ≥ 0. ������

� /�#M���7&���A �� z1
Z{x(n)e−an} = X(zea). ������


 @�H��"�&� '��H���A1
x(+0) = lim

z→∞X(z). ����G�

; ���=�&� '��H���A1

lim
k→∞

x(n) = lim
z→1

z − 1
z

X(z) = lim
z→1

(z − 1)X(z). ������

� �$���"� ��#%� �&��#��,1

Z
{

n∑
m=0

x(m)h(n − m)

}
= Z

{
n∑

m=0

h(m)x(n − m)

}
= X(z)H(z). ����
�

��������

;����������8�� �������
��� , 5!��4������		�6� �	� �� z�&��������		� ��	��
% x(t) =
e−at sin ωt� @% ������������	� &���		� !�1 ������ x(n) = e−an sinωn� /�!
���!� zea � �����
5(�##(62

Z {e−an sin ωn
}

=
ze−a sin ωT0

z2 − 2ze−aT0 cosωT0 + e−2aT0
. 5(�##.6

;��	���!� ��
	��	� �	���		� ��	��
% f(kT0) ��� ����	��� z�&��������		�

F (z) =
0, 792z2

(z − 1)(z2 − 0, 416z + 0, 208)
.

3���� ��!� �� ������������� �����!� &�� ��
	��		� �	���		�� ����� &�����	������ � ��	��
�

(1 − z−1)F (z) =
0, 792z2

z2 − 0, 416z + 0, 208

	� !�1 &��8�
� 	� ���	��	�!� ���
 |z| = 1 ��� ��  ��� !���!�� A� �
 �	� ���� ���

lim
k→∞

f(kT0) = lim
z→1

0, 792z

z2 − 0, 416z + 0, 208
= 1.
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�������� �� � �� �� ��������

��-��� /0������ Z.�����������

?� &� ���7 &� �����&�����A 9��%�#�+  %A A"�$� ��A�!, �� �������!, ����B� !
x(t) → X(p) �� X(p) → x(t) &!"��7��)#A � ��'��H��+ z������&�����A x(t) → X(z)
�� X(z) → x(t) =�E8 &%�#�!&�#�� �� ��E N� ��&�A'��� ' �!�+ P� z������&�����A ��
&��B�&7E ��&� ��"7 67�"=�8 x(t) & �����("�B ��( ��������! "&���7&���A nTd J ��"
�����&�����A x(n) → X(z) �� �������� �����&�����A X(z) → x(n) &'�E��� � ��'��H��

D����%)�� �������� Z������&�����A &!'��H�E�)#A #��&&� ��M���A�

x(n) =
1

2πi

∮
C

X(z)zn−1dz. ������

 � C 0 '��"���!, "���7�+ P� ��B� !�)#A 7  � �����7 �����! #���%"! $� !��!"�� ���
��A�"7 � A"!, ��#�!�)#A & ��%�#�� '��(��#�� X(z) �� ��B��%�E ��H���" "��� !��� z�
�%�P!�! C�"!� "���7��� ����$�7&���A ��(� #%7$7&��! "�%� �� �7#� C > R1+  � R1

0 �� �7# '��(��#�� �A 7 X(z) ������ ��!�7#"�E�)#A+ P� ��#%� �&��#�) x(n) E 6�'!H��
���%�'7E����

.���$��%! ��"�$� �!�7 ��H!#%���)#A "�%)"��� #��#����!+ #��� A"!B ��,��%)M
��M!���!�! E ��"�1

• ��A�� ��H!#%���A ' &!"��!#����A� ������! ��� %!M"!T

• ��'"%� ���A� X(z) �� ���#��  ���! �� &!"��!#����A� ���%!=) �����&����)

@��M!, #��#�� Q�7��7E�)#A �� &� ���, 7 �����8 67�"=�, "���%�"#��8 '�����8 ������
��+ A"� #�&�� (7E+ P� "���7��!, ����$��% ������ ��(�� '��, ��� ��'��#��� �)� H���'
%!M"! �� ����$��%)��8 67�"=�81

x(n) =
∑

]`WX(z)zn−1. ������

	�7$!, #��#�� Q�7��7E�)#A �� ��!�7P����+ P� X(z) ��(�� �� ��! &!$%A 

X(z) = A

M∏
i=1

(1 − qiz
−1

N∏
i=1

(1 − piz−1)
=

N∑
i=1

αi

1 − piz−1)+
, ����F�

 � qi+ i = 1,M 0 �7%� 67�"=�8 X(z)+ pi+ i = 1, N 0 ��%�#! 67�"=�8 X(z)+ A 0  �&�%)��
#��%�

?� ���"�!=� �������� Z������&�����A ��H!#%���) M%AB�� '��!#7 67�"=�8 X(z)
A" #7�7 �%��������!B H%���&+ A"� ��#�A�)#A & ���%!=AB Z������&����)+ ��� �� �%!&M!
H!#�%)�!" 67�"=�8 X(z) �� 88 '������!" � =)��7 &!�� "7 � ��(7E�� �A '� #�����A�!
z−k1

X(z) = c0 + c1z
−1 + c2z

−2 + . . .

@���&���H! =�, &!��' �' ����;�+ � ��(7E��1

x(0) = c0; x(1) = c1; x(2) = c2; . . .

��*� #�������� ��������+�� �����	�

@�!�7#�!��+ P� "&���7&���%) ��'��M�&��� �� &B� � %���,��8 #!#���! ' ���� ����
H��� 67�"=�E� G(p) ��� ���7%)#��� ����B� ��� 67�"=�E� g(t)+ A"� &!'��H�E ���"=��
#!#���! �� #��!��" δ(t)



	�-� �������� ��������� ������� ��

"��� (�(� +�������	� ���!� �
	
 	�% �����!� � 
!&����	�! �����! �� ������!

.��7%)#�!, &B� �!, #!$��%+ P� �� B� !�) & #!#���7+ ��!#7E�)#A &!��'��

u∗(t) =
∞∑

k=0

u(kT0)δ(t − kT0). ������

�&� #!+ &!B� �!, #!$��% &!��(�E�)#A '$���"��

y(t) =
∞∑

k=0

u(kT0)g(t − kT0). ������

� &!�� "7 #!�B�����$� "&���7&���A &B� ��$� �� &!B� ��$� #!$��%�& ��! t = nT0

y(nT0) =
∞∑

k=0

u(kT0)g[(n − k)T0] =
∞∑

k=0

u[(n − k)T0]g(kT0). ������


�!"��!#��E�� &%�#�!&�#�) ������ '$���"! �� ��&�A��A ������1

y∗(p) =
∞∑

n=0

y(nT0)e−nT0p =
∞∑

n=0

∞∑
k=0

u(kT0)g[(n − k)T0]e−nT0p. ����G�

@� #��&!�� q = n − k

y∗(p) =
∞∑

q=−k

∞∑
k=0

u(kT0)g[qT0]e−qT0pe−kT0p =

=
∞∑

q=0

g(qT0)e−qT0p
∞∑

k=0

u(kT0)e−kT0p;

y∗(p) = G∗(p)u∗(p).

������

�&� #!  !#"����7 ���� ���H�7 67�"=�� ��(�� &!'��H!�! A"

G∗(p) =
y∗(p)
u∗(p)

=
∞∑

q=0

g(qT0)e−qT0p. ����
�

@���B� AH!  � '�����8 z = eT0p+ � ��(!��1

G(z) =
y(z)
u(z)

=
∞∑

q=0

g(qT0)z−q = Z{g(q)}. ����;�

C�"� �����&�����A ��(�� 7��&�� &!��'!�! A" ����B� 

G(z) = Z{G(p)} = Z
{

K ′

p + a

}
=

K ′z
z − e−aT0

. ������



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

"��� (�*� +�������	� ���!� �
	
 	�% �����!� � ������&�������! 	�������� &������

Y"P� �� &B� � �������&��8 #!#���! ��'��M�&��� �"#�����%A��� �7%)�&�$� ���A "7+
 !#"����� ���� ���H�� 67�"=�A ���7%)#��8 #!#���! ���7&�E &!$%A 7

HG(z) = Z{H(p)G(p)} = Z
{

1 − e−T0p

p
G(p)

}
=

z − 1
z

Z
{

G(p)
p

}
. ������

������� 	� "�����	�!� �&��
����	� ��	�8� 
� &��������	�8 ��	��
18 5��� ������&��
������ 	� ����
6�

G(p) =
K

Tp + 1
=

K ′

p + a
.

�!&����	� &����
�	� ��	��
� g(t) = K ′e−at� 3
������!� t = kT0�

g(kT0) = K ′e−akT0 .

;����������8�� ���	���		� 5(�#(B6� ������!�

G(z) =
K ′z

z − e−aT0
=

b0

1 + a1z−1
.

$������!� &���!���� �
1% &��������	�% ��	��
% &�� K = 1; T = 7, 5c; T0 = 4c�

b0 = K ′ = K/T = 0, 1333; a1 = −e−aT0 = −0, 5866.

������� 
� ����!� 	� ��
� �����!� ������&�������

HG(z) =
z − 1

z
Z
{

K ′

p(p + a)

}
=

z − 1
z

(1 − e−aT0)z
(z − 1)(z − e−aT0)

K ′

a
=

=
(1 − e−aT0)
(z − e−aT0)

K ′

a
=

b0z
−1

1 − a1z−1
.

3
������!� � �� ����� �
 � �	���		� &���!���
�� �  � &�&����	��!� &������
2

a1 = −e−aT0 = −0, 5866; b0 = (1 − e−aT0)
K ′

a
= 0, 4134.

��1��� 2�0����� ���������% #������ �� �����
 ����������% #������

	!����H�� &%�#�!&�#�� %���,��8 #��=�������8 #!#���! ' '�#��� (��!�! ����������!
#��&�� &!'��H���)#A 88  !6����=��%)�!� ��&�A��A�

amy(m)(t) + am−1y
(m−1)(t) + · · · + a1y

′(t) + y(t) =

= bmu(m)(t) + bm−1u
(m−1)(t) + · · · + b1u

′(t) + u(t).
����F�

� ��'7%)���� '�#��#7&���A  � =)�$� ��&�A��A �'� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��&� �����
�&�����A 9��%�#� � ��(!�� ���� ���H�7 67�"=�� #!#���! 7 &!$%A �

G(p) =
Y (p)
U(p)

=
b0 + b1p + · · · + bm−1p

m−1 + bmpm

1 + a1p + · · · + am−1pm−1 + ampm
=

B(p)
A(p)

. ���G��



	�-� �������� ��������� ������� ��

L��%�$�H�!� H!���+ '� ��A&��#�� ��'�!=�&�$� ��&�A��A #!#���!

y(k) + a1y(k − 1) + · · · + amy(k − m) =
= b0u(k) + b1u(k − 1) + · · · + bmu(k − m),

���G��

��(�� ���7 7&��!  !#"����7 ���� ���H�7 67�"=�� '�  �����$�� ������! ��� '#7&
&���&�1

Y (z)[1 + a1z
−1 + · · · + amz−m] = U(z)[b0 + b1z

−1 + · · · + bmz−m]. ���G��

G(z) =
Y (z)
U(z)

=
b0 + b1z

−1 + · · · + bmz−m

1 + a1z−1 + · · · + amz−m
=

B(z−1)
A(z−1)

. ���GG�

�� ��A&��#�� & #!#���� %��=�$� �' '���'����A� D(p) = e−Ttp '$� �� ������� ��� '#7&
&%�&� ,��7 &� ��&� �E ���� ���H�� 67�"=�A D(z) = z−d+ A"P� Tt = dT0+ d = 1, 2, . . . 

.��7%)#�7 ����B� �7 67�"=��  !#"�����8 #!#���! ��(�� &!'��H!�! '� ��'�!=�&!�
��&�A��A�+ ��"%�&M!

u(0) = 1, u(k) = 0 ��! k > 0.

�$� �� ���G�� =� �'��H�E+ P� �� &B� #!#���! �� ��� � !�!H�!, ���7%)# ����#�!&M!
=� &�%!H!�! & ��'�!=�&� ��&�A��A+ P� '��!#��� & 6����

y(k) = b0u(k) + · · · + bmu(k − m) − a1y(k − 1) − · · · − any(k − n),

� ��(!�� ��#%� �&��#�) '��H��) ���7%)#��8 ����B� ��8 67�"=�81

g(0) = b0;
g(1) = b1 − a1g(0),
g(2) = b2 − a1g(1) − a2g(0),



g(k) = bk − a1g(k − 1) − · · · − akg(0) ��! k ≤ m,

g(k) = bk − a1g(k − 1) − · · · − akg(0) ��! k > m

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

���G��

@�! ��%!B ��"��B "&���7&���A ��'�!=�&� ��&�A��A ��(�� � ��(��! M%AB��  !#�
"���!'�=�8  !6����=��%)�!B ��&�A�)+ '������H! &� ��&� �� ��B� �� ��'�!=�&!�! 6���
�7%��!

��,� #�������� �����
������ ���� 

/! &(� ��'$%A �%! �������&�� �����&�����A D7��E �� ,�$� &%�#�!&�#��
?�$� �E��+ P� �����&�����A D7��E �������&��8 67�"=�8 f(t) ��E &!$%A 

F (ω) =
1
2π

∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt. ���G
�

J#��&��� &%�#�!&�#�� �����&�����A D7��E A&%AE�)#A ,�$� #�����(��#�) ��'��'�A�
�! "�%!&���A ��'�!B H�#��� & � !�!&�!B "������=�AB � �������B+ P� '�#��#�&7��)#A
��! �����=� #!$��%�&+ �����&�����A D7��E '����&� (7E�)#A  %A ��$�+ P�� ��� #��&!�!
#!$��% 7 H�#�����, ��%�#��+ "�%! ��$7���� ω #��!,��E�)#A A" H�#���� @����&�����A
���G
� E %���,�!� , �#�7E �������� �����&�����A

f(t) = F−1{F (ω)} =
1
2π

∞∫
−∞

F (ω)eiωtdω. ���G;�



�	 	� 
�������� �� � �� �� ��������

���"���%)�� 67�"=�A F (iω) E "��%�"#��'��H��� 67�"=�E� '  �,#��� �� 7A&���
H�#�!���!+ A"7 7 �"#�����=�,��, 6���� ��(�� �� ��! A"

F (iω) = |F (iω)|eiϕ(ω), ���G��

 � |F (iω)| ��'!&�E�)#A ���%��7 �!� #��"����+ � ϕ(ω) = \]^ F (iω) ��'!&�E�)#A 6�'�&!�
#��"����

-�H� $�&��!�! ��� �����&�����A D7��E &� ��#%� �&��#�� &� %�"�& ��'$%7' �+ ��(��
'&�A'��!  !#"����7 ��#%� �&��#�) H!#�% f(nT ) �' 67�"=�E� & H�#�1

f∗(t) =
∞∑
−∞

f(nT )1(t − nT ), ���G��

A"� ��E �����&�����A D7��E

F ∗(ω) =
∞∑
−∞

f(nT )e−iωnT = F (eiωT ). ���GF�

��H�&! )+ ��#%� �&��#�) ��&��&�  �%��!B ���7%)#�& ���G�� ��E #��"��+ A"!, E ��(
�	���#��� &� ��#�� H�#���! ' ����� �� 2π/T 

��3��� 4����#� �
��
�
�

@�!  !#"���!'�=�8 #!$��%�& �"�7�%)�!� E �!����A &!���7 ���!��%)�!B �����&�%�&
 !#"���!'�=�8

Y"P� x(t) � #!$��% ����A(��#�� T +  %A A"�$� S(ω) = 0 ��! ω > ω0+ ��

x(t) =
1
2π

ω0∫
−ω0

S(ω)eiωtdω. ������

a�$� T = 2ω0������ !H�� �� �&(���A ��(�� �� ��! 7 &!$%A � �A 7 D7��E

S(ω) =
∞∑

n=−∞
Cnein2πω/(2ω0), ������

 �

Cn =
1

2ω0

ω0∫
−ω0

S(ω)e−in2πω/(2ω0)dω. ������

����P���A &!��'7 ������ 7 ������  �E

x(t) =
1
2π

ω0∫
−ω0

( ∞∑
n=−∞

cnein2πω/(2ω0)

)
eiωtdω =

=
1
2π

∞∑
n=−∞

Cn

ω0∫
−ω0

eiω(t+nπ/ω0)dω. ����G�

�!"��7�H! �����=�� ����$�7&���A+  �#��E��

x(t) =
1
2π

∞∑
k=−∞

Ck

[
eiω(t+kπ/ω0)

] ∣∣∣∣
ω0

−ω0

i
(
t + k π

ω0

) . ������



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

@�'��H!�� t∗ = t + k
π

ω0
 @����&��!�� &!��' eiωt∗

∣∣ω0−ω0+ &!"��!#��&7�H! 6���7%7

R,%��� /�E��

eiωt∗
∣∣ω0

−ω0
= cos(ω0t∗) − cos(−ω0t∗) + i sin(ω0t∗) − i sin(−ω0t∗) = i2 sin ω0t∗.

/��H! �� 7&�'� '����7 t∗ = t + k
π

ω0
+  �#��E��

x(t) =
1
π

∞∑
k=−∞

Ck

sinω0

(
t + k π

ω0

)
t + k π

ω0

. ����
�

<�&�A��A ����G� #���& (7E�)#A  %A ��'�!B '��H��) t @�! t = −kπ/ω0 &��� ���7&�E
&!$%A 71

x

(
−k

π

ω0

)
=

1
2π

ω0∫
k=−ω0

S(ω)e−iωkπ/ω0dω. ����;�

J#"�%)"! & ��&�A��� ����;� &!��' ����$��%7 ��"!, (�+ A" � & ��&�A��� ������+ �� �� ��
%!&M! &� ��&� �� %�&� � ���&� H�#�!�! =!B ��&�A�)+  �B� !��  � ��$�+ P�

Ck =
π

ω0
x

(
−k

π

ω0

)
. ������

@�'��H!�� &�%!H!�7 π/ω0+ A"� ��E ��'�����#�) H�#7+ A"

τ = π/ω0 = 1/(2f∗). ������

@�! =)��7 Ck = τx(−kτ) ����#�!�� =� '��H���A 7 ��&�A��A ����
� , ��"�( '����!��
π/ω0 �� τ 1

x(t) =
1
π

∞∑
k=−∞

τx(−kτ)
sin ω0(t + kτ)

t + kτ
. ����F�

���B�&7�H!+ P� π/τ = ω0 � '�����H! '��" ��%A k �� �������!,+ �#"�%)"! �� #7��&7&��
��A &!"��7E�)#A 7 ��#"��H���!B ��(�B+  �#��E�� ��"!, &!��'  %A ��'"%� ���A 67�"=�8
x(t) 7 �A 

x(t) =
∞∑

k=−∞
x(kτ)

sin ω0(t − kτ)
ω0(t − kτ)

. ���
��

N�, �A ��'!&���) ����� !�����������
J#"�%)"! '$� �� ' ������ τ = 1/(2f∗)+ �' ��&�A��A ���
�� &!�%!&�E+ P� 67�"=�A

x(t)+ #��"�� A"�8 ����(��� "�7$�&�� H�#����� ω0 � &� ��&� �� H�#����� f∗ = ω0/(2π)+
� ��'��H�� &!'��H�E�)#A 88 &� %�"��!+ P� ���7�)#A H���' �����&�%! H�#7 τ  ����M���A
�����&�%�&  !#"���!'�=�8 ����&�A�� �' τ = 1/(2f∗) ��H�$� ��  �E+ �#"�%)"! 67�"=�A x(t)
'$� �� ' &!#��&"��! #��&�� �� ��� 88 &� %�"��! L%� �� ���"�!=� �����&�% ��( ��H"��!
&� %�"�& ��� �"7 ! ,�$� ��'!&���) 	��������� 1�)��	��� ��!����)  �P� ���M!� '�
τ = 1/(2f∗)

6������ ����	��7 2�+� x(t) ����) ������ �������	��" T * +� ����������� �
��� ����� )��� T (���	���#���� ���������� �� �	����� ������	� ��+� ������ N/2* ��
x(t) ������ �����#������ �������" ���#���

x

(
kT

N + 1

)
, k = 1, N. ���
��



�
 	� 
�������� �� � �� �� ��������

���� ��$�+ &�� ��(� �7�! &� �&����!, '� =!�! '��H���A�! ��"!� H!���1

x(t) =
N∑

k=1

x

(
kT

N + 1

) sin
[
(N + 1)π

T

(
t − kT

N + 1

)]
(N + 1)π

T

(
t − kT

N + 1

) , 0 ≤ t < T. ���
��

C�"!� H!���+ ��(�� #�&�� (7&��!+ P�1

� C������ &� %�"�& &#����&%�E ������%)�7 H�#���7 &� %�"�&+ A"� $�����7E '����(��
��A &#�E8 ��6����=�8+ P� ��#�!�)#A & #!$��%� x(t)T �7 )�A"� H�#���� &� %�"�&+ P� E
&!P�� '� ������%)�7+ ��"�( '����$�E ��6����=�� J#"�%)"! ������%)�� "�%)"�#�)
&� %�"�& �� �����&�%� H�#7 T  ���&��E (N +1)+ �� �����&�% Td ��(  &��� #7#� ���!
&� %�"��! ��E '� �&�%)�A�! 7��&7

Td ≤ T

N + 1
. ���
G�

� J#"�%)"! B = Nf0/2 5= 0 #�7$� #!$��%7+  � f0 = 1/T 0 �#��&�� H�#����+ ��
����&��#�) ���
G� ��(�� '��!#��! 7 ��"��7 &!$%A �

Td ≤ N

2B(N + 1)
. ���
��

G �!��' ���
�� �'��H�E+ P� H�#���� &� %�"�& fs = 1/Td ��E '� �&�%)�A�! 7��&7
fs ≥ 2B(1 + 1/N)+ A"� ��! N 
 1 ��!,��E &!$%A 1 fs ≥ 2B &!����" & #�"7� 7

��3��� *�������� ����������� �����

<�'$%A���� #��#��! ��H!#%���A D7��E������&�����A  %A 67�"=�8 f(t)+ P� �� ���
��#%� �&��#�� N &� %�"�& f(nTd)+ 0 ≤ n ≤ N − 1+  � Td 0 �����  !#"���!'�=�8+ �����
��E�� ����(��!, 7 H�#�  !#"���!'�&��!, #!$��% C� � '�$�%)�!, �����&�% H�#7 #��#���
��(���A '� #!$��%�� �7 �  ���&��&��! T = NTd

	%A ��$�+ P��  �#���! &� ��&� �� #��&&� ��M���A  %A ��H!#%���A M7"���$� D7��E�
����'7 '� ���8 67�"=�8+ A"� ��'!&�E�)#A ���������� �����&�����A� D7��E �	@D�+ ���
��B� �� 7 6���7%� ���G;� &!"����! ��"� '���!1

� �����!�! t �� nTdT f(t) �� f(nTd)+ � e−iωt �� e−iωnTd 

� .���$��% �� ��! A" #7�7 ��A��"7��!"�& ' &!#���� f(bTd) � M!�!��� Td+ ����� 7
&!$%A � ∫

f(t)dt ≈ Td

N−1∑
n=0

f(nTd). ���

�

G Y"P� �� &��B�&7&��! 7 &!'��H���� 	@D �����=�� ���(���A �� #��%7 &�%!H!�7
�����&�%7  !#"���!'�=�8 Td+ ���!�7E�� ��"� #��&&� ��M���A  %A &!'��H���A 	@D1

Fd(iω) =
N−1∑
n=0

f(nTd)e−iωnTd , ���
;�

� �' 7��B7&���A� 6���7%! R,%���  %A �"#�����=��%)��8 67�"=�8 eiωnTd ��E��1

Fd(iω) =
N−1∑
n=0

f(nTd) cos(ωnTd) − i

N−1∑
n=0

f(nTd) sin(ωnTd); ���
��

C�"!� H!���+  !#"����� �����&�����A D7��E �	@D� ��(�� #��!,���! A" �=��"7 Z�
�����&�����A #"��H����8 ��#%� �&��#�� f(nT ) & N ��H"�B �� z��%�P!��+ A"� ��&�������
��'��M�&��� &' �&( � !�!H��$� "�%� �� "7���! kΩ �� ���



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

�������� �
���	��� ���

<A &%�#�!&�#��,+ A"� ��E 	@D+ E #��%)�!�! ' �������&�!� D7��E������&�����A�+
� #���1

� Y"P� &!B� ��  !#"���!'�&��� 67�"=�A f(nTd) �����+ ����� f(nTd) = f(−nTd)+ ��
#��"���%)�� 67�"=�A F (iω) E ��"�( ������ � &!'��H�E�)#A 6���7%��

F (iω) =
N−1∑
n=0

f(nTd) cos(ωnTd). ���
��

� Y"P� &!B� ��  !#"���!'�&��� 67�"=�A f(nTd) �������+ ����� f(nTd) = −f(−nTd)+
�� #��"���%)�� 67�"=�A F (iω) E ��"�( �������� � &!'��H�E�)#A #��&&� ��M���A�

F (iω) = i

N−1∑
n=0

f(nTd) sin(ωnTd). ���
F�

G /�E ��#=� &%�#�!&�#�) "���%�"#��8 #��%7H���#�� 	@D

.�M� &%�#�!&�#�� ��!������� %!M� ��8 � E ��"!�!1

� 	@D ����� !H�� &� ��>�� '�����8 ω �' ����� �� ωd = 2π/Td

����& �+ �"#�����=�,�� 67�"=�A+ P� &B� !�) 7 ���
;�+ ����� !H�� �' ����� �� 2π1

e−iωnTd = e−in(ωTd+2π) = e−inTd(ω+2π/Td).

�&� #! &!�%!&�E+ P�

Fd(iω) = Fd

[
i

(
ω +

2π
Td

)]
,

P� &"�'7E �� ��+ P� #��"��  !#"���!'�&���$� #!$��%� f(nTd) ����� !H�� ��&�����
E�)#A �' ����� �� ωd = 2π/Td N� #�&���E ��#"��H���7 ��#%� �&��#�) "���, #��"���
&!B� ��8 �������&��8 67�"=�8 f(t)+ A"� �7 7E�)#A �� #!#���� '��H��) ��$7����7

ω = ±zωd = ±z
2π
Td

, z = 1, 2, . . .

@���� !H��#�) 	@D ��7��&%�E &!��$!  � H�#���!  !#"���!'�=�8 ωd = 2π/Td+ '
A"�� 6���7��)#A &!���"! 67�"=�8 f(nTd) NA H�#���� ��E �7�! ��"��+ P�� #���
"��! 	@D+ A"� ��&������)#A+ �� ����"�!&�%!#A � !� �' � �!� N� ��E ��#=�+ "�%!
��,��%)M� H�#����� #"%� �&� ωmax #!$��%7 f(t) �� ����&!P7E ��%�&!�! H�#���!
 !#"���!'�=�8 ωd+ �����

ωmax < 0, 5ωd = 0, 5
2π
Td

. ���;��

� ���H���A 	@D #��&�� �E '� '��H���A� �������&��$� D7��E������&�����A %!M�
��#%A ,�$� ���(���A �� �����&�%  !#"���!'�=�8 Td

G 	@D ��H!#%�E�)#A %!M�  %A  !#"����!B '��H��) H�#���! ωk+ A"� &!'��H���)#A
��"!� #��&&� ��M���A�1

ωk =
ωd

N
k =

2π
NTd

k, k = 0, N − 1.

C����+ A"P� 7 ��&�A��� ���
F� '����!�! ��$7���� ω �� ωk+ �� ���!�7E�� #��� ���
��7 6���7 '��!#7 	@D

Fd(iωk) = Fd

(
i
ωdk

N

)
= Fd

(
i
2πk

NTd

)
=

N−1∑
n=0

f(nTd)e−iωknTd . ���;��



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

Y"P� & ���&, H�#�!�� ���;�� '���#�) Ωk �� #��&!�! ,�$� '��H���A �' ���;��+ ��
�7 �

Fd(iωk) =
N−1∑
n=0

f(nTd)e−i2π/Nkn,

��� �' 7��B7&���A� ���
��

Fd(iωk) =
N−1∑
n=0

f(nTd) cos
(

2π
N

kn

)
−

N−1∑
n=0

f(nTd) sin
(

2π
N

kn

)
. ���;��

J�(�+ #��"�� 67�"=�8 f(nTd)+ P� ���!����  !#"���!'�=�E� �' ����� �� Td &� ���
&� ��8 �������&��8 67�"=�8 f(t)+ E ��M��"�&�� 67�"=�E�+ '��H���A A"�8 �� ��� &
��H"�B ωk �' "��"��

Δω = ωk+1 − ωk =
2π

NTd
(k + 1 − k) =

2π
NTd

.

� ,������ �	�	)����	 Y"P� X(m) � Cx(k) � Z(m) = aX(m) + bY (m)+ ��

Cz(k) = aCx(k) + bCy(k). ���;G�


 ,������ �����3������ �����#�����	 Y"P� {X(m)} = {X(0)X(1) . . . X(N − 1)} 0
��"� ��#%� �&��#�)  �,#�!B H!#�%+ P� N/2 0 =�%� H!#%� � X(m) � Cx(k)+ ��

Cx(N/2 + l) = C̄x(N/2 − l), l = 0, N/2. ���;��

; ,������ ����� Y"P� X(m) � Cx(k) � Z(m) = X(m + h), h = 0, N − 1+ ��

Cz(k) = W−khCx(k). ���;
�

W = e−iΩT = e−i(2π/N). ���;;�

� ,������ ������� Y"P� {X(m)} � {Y (m)} 0 ��#%� �&��#��  �,#�!B H!#�%+  %A A"!B

X(m) � Cx(k), Y (m) � Cy(k), ���;��

� '$���"! =!B ��#%� �&��#��, &!'��H���)#A A"

Z(m) =
1
N

N−1∑
k=0

X(k)Y (m − k), m = 0, N − 1, ���;��

��
Cz(k) = Cx(k)Cy(k). ���;F�

� ,������ ������	� Y"P� {X(m)} �� {Y (m)} 0 ��#%� �&��#��  �,#�!B H!#�%+  %A
A"!B X(m) � Cx(k)+ Y (m) � Cy(k)+ � 8B�A 67�"=�A "���%A=�8 &!'��H�E�)#A #��&�
&� ��M���A�

Ẑ(m) =
1
N

N1∑
k=0

X(k)Y (m + k), m = 0, N − 1, ������

��
Cẑ(k) = C̄x(k)Cy(k). ������



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

J�������  !#"����� �����&�����A D7��E �J	@D�+ A"�  �'&�%AE #6���7&��!  !#�
"����7 ��#%� �&��#�) &!$%A 7 x(nTd) �� �#��&� &� ��&� ��$� 	@D�'����(���A+  �E�)#A
#��&&� ��M���A�

x(nTd) =
1
N

N−1∑
n=0

X(iωk)ei2πkM/N . ������

�������� /	� �� �!&�
���	� �&����� �����������8�� �3? �&���8���� � ���
 ���	���
ϕ(t)� ��� ����������� � &������
 , &�� ����� �	���		�� ������� �����������
%2 fd = 4c−1 5���
ωd = 2πfd = 2π6�

"������	�� �&����� ����	�1!� � ���
 &���
���	���
2

#� 3��
�� �����������
%2 Td = 1/fd = 0, 25c=

$���� ���
���2 &�� 
	������
 �&��������		� T = 10 c N = T/Td = 10/0, 25 = 40=
/	���		� ���
��� ������81!� ��
�	� � ����8 ���!���82

ϕ(nTd) = 3e−αnTd sin(2πfnTd) = 3e−0,5n·0,25 sin(2nπ
1
π

0, 25) = 3e−0,125n sin 0, 5n.

;����������8�� ��� �������		� ��	��
% ϕ(nTd) ���!��� 5(�#.(6� ��&���1!�

|Φ(iωk) =
√
CD2Φ(iωt) + �E2Φ(iωt) =

√√√√[N−1∑
n=0

f(nTd) cos
2πk

N
n

]2

+

[
N−1∑
n=0

f(nTd) sin
2πk

N
n

]2

.

k = 0, N − 1.

/	���		� �������% �������2 ωk = 2πk/(NTd =
2π

40 · 0, 25
k = 0, 628 · k�

�������� �����
���� ���� ���! "#� ��

@��A��A  !#"�����8 '$���"! &� �$��E ��"7 ( ��%) ��! ���%�'�  !#"����!B #!$��%�&+
A"7 &� �$��E �������&�� '$���"� ��! ���%�'� �������&�!B #!$��%�& �$���"� &� �$��E
67� ������%)�7 ��%) ��! ���%�'� #!#��� & H�#�����, ��%�#�� �& ���#���� '����(��)�

.#�7E  &� �!�!  !#"�����8 '$���"!1 ������� �� �	�	)��
?�B�, x(nT ) �� y(nT ) 0  &� ����� !H�� ��#%� �&��#�� ' ����� ��! �� N &� %�"�&
!������" �������" ������ !H��� ��� =!"%�H���� ��"!B ��#%� �&��#��, ��'!&�E�

�)#A ��#%� �&��#�) y(nT )+ P� &!'��H�E�)#A #��&&� ��M���A�

z(nTd) =
N−1∑
m=0

x(mTd)y[(n − m)Td], n = 0, 1, . . . , N − 1, N,N + 1, . . . , 2(N − 1). ����G�

Y"P� ����� ��'$%A�7�! 	@D�����'!  %A "�(��8 �' &B� �!B �� &!B� �!B ��#%� �&���
#��, x(mTd) �� y(nTd)+ A"� &!'��H���)#A '$� �� ' ���;�� A" X(iωk) � Y (iωk) &� ��&� ��+
�� N ���H"�&� 	@D ��#%� �&��#�� z(nTd)  ���&��&��!��

Z(iωk) = X(iωk)Y (iωk), k = 0, N + 1. ������

	%A ��H!#%���A "�7$�&�8 '$���"!  &�B ��#%� �&��#��, ����B� ��1

� J�H!#%!�! 	@D ��#%� �&��#�� x(nT )1

X(k) =
N−1∑
n=0

x(nT )W nk, k = 0, N − 1. ����
�

� J�H!#%!�! 	@D ��#%� �&��#�� y(nT )1

Y (k) =
N−1∑
n=0

y(nT )W nk, k = 0, N − 1. ����;�



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

G @������(!�! "��6�=�E��! 	@D+ P� � ��(���1

Z(k) = X(k)Y (k). ������

� J�H!#%!�! J	@D ��#%� �&��#�� Z(k)1

z(nT ) =
1
N

N−1∑
k=0

Z(k)W−nk, n = 0, N − 1. ������

NA ��#%� �&��#�) � �7 � M7"���� '$���"��
-	�	)��" �������" ������� !H����  &�B #"��H���!B ��#%� �&��#��, x(nTd) �� y(nTd)

�� N1 �� N2 &� %�"�& &� ��&� �� ��'!&�E�)#A ��#%� �&��#�) z(nTd)+ P� &!'��H�E�)#A #��&�
&� ��M���A�

z(nTd) =
n∑

l=0

y(lTd)x[(n − l)Td], n = 0, N1 + N2 − 2, ����F�

���

z(nTd) =
n∑

l=0

x(lTd)y[(n − l)Td], n = 0, N1 + N2 − 2. ������

@�! =)��7 y(mTd) � x[(n − m)Td]  ���&����) �7%� ��'� #&�8B �����&�%�& &!'��H���A
[0, N2 − 1] �� (0, N1 − 1] &� ��&� �� J��!���� & ��'7%)���� &!"�����A �����=�8 ������
��#%� �&��#�) z(nTd) E #"��H����� � ��E  �&(!�7 & (N1 + N2 − 1) &� %�"�&

��H�&! )+ A"P� ��� #��&!�! ��#%� �&��#�� x(nTd) �� y(nTd) A" ��#%� �&��#��+ P�
&!'��H��� �� ����� � N1+N2−2 M%AB�� 8B�)�$� �� �&(���A �� =)��7 �����&�%� x(nTd) =
0+ n = N1, N1 +1, . . . , N1 +N2−2+ y(nTd) = 0+ n = N2, N2 +1, . . . , N2 +N1−2+ �� '$���"�
#���� "�7$�&�� ' ����� �� N1 + N2 − 2

L%$��!�� ��H!#%���A %���,��8 '$���"! z(nTd)  &�B #"��H���!B ��#%� �&��#��, x(nTd)
�� y(nTd) �� �#��&� "�7$�&�8 '$���"! &!$%A �E ��"1

� J#"�%)"! ����� '$���"! z(nTd)  ���&��E (N1 +N2−1) &� %�"�&+ ��  %A ���!����A
��"�$� ����� 7 ��! "�7$�&�, '$���=� ����B� ��+ P�� x(nTd) �� y(nTd) ��%! �� (N1+
N2−1) &� %�"�&+ P�  �#A$�E�)#A  ���&����A� ��'����& "�(��8 '  &�B ��#%� �&��#��
&� ��&� ��� "�%)"�#�� �7%)�&!B &� %�"�&

� J�H!#%���)#A (N1 + N2 − 1)���H"�&� 	@D  ���&���!B ��#%� �&��#��, x(nTd) ��
y(nTd) &� ��&� ��

G � �,#��E�)#A �������(���A ���!���!B 	@D�'����(��) X(iωk) �� Y (iωk)

Z(iωk) = X(iωk) · Y (iωk).

� J�H!#%�E�)#A '&������ 	@D  %A Z(iωk)+ P� 7 �� #7�"7  �E M7"��7 '$���"7
z(nTd)

<�'$%A�7�!, ���� ��H!#%���A '$���"!  &�B #"��H���!B ��#%� �&��#��, �' &!"��
�!#����A� ���=� 7� 	@D ��'!&�E�)#A M&! "�� '$���"�� �� ����!%�(��#�) ���� 7
��A��$� ��H!#%���A #7�! ������ �!#%�& [M&! "�S ��7��&%��!, �!�+ P�  %A &!"����
��A 	@D ��(�� &!"��!#���! � !� �' �%$��!���& ��" '&���$�  ������� ������������
����� .45�/+ A"!, �7 � ��'$%A�7�� �!(H�

@�'��H!�� "��6�=�E��! �����&�����A D7��E ��#%� �&��#�� {x(m)} A" Cx(k) = Fd(iωk)
1!�	�� !�� ,��
��7 ���"�� ���7(��#�� 	@D &!'��H�E�)#A A"

P (k) = |Cx(k)|2, k = 0, N − 1. ������



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

�&� #! &!��"�E+ P� 7 ��A&��#�� E ��%)"! (N/2 + 1) ��'�%�(�!B #��"���%)�!B ��H�"
	@D+ "�%! {X(m)} E ��#%� �&��#��  �,#�!B H!#�%+ P� &!��"�E ' &%�#�!&�#�� "���%�"#��8
#��%7H���#�� ���
;� N!�! ��H"��! E1

P (k) = |Cx(k)|2, k = 0, N/2. ������

� ������! '#7&7 ���
�� &!��"�E+ P� #��"�� ���7(��#�� E ��&�������!�  � '#7&�& N �
����� !H��8 H�#�&�8 ��#%� �&��#�� {X(m)}

���"�� ���7(��#�� ������ A&%AE #���� ����7 &� ��#�� ��H"! k = N/2 67�"=��
L��%��7 �!, #��"�� &!'��H�E�)#A A"

P (k) = |Cx(k)|, k = 0, N − 1. ����G�

8�+���� 
!�	��  %A '� ���8 H�#�&�8 ��#%� �&��#�� &!'��H�E�)#A &!��'��

Ψ(k) = arctg
{

Ix(k)
Rx(k)

}
, k = 0, N − 1. ������

Y" , 7 &!�� "7 #��"��7 ���7(��#��+ 7 &!��'� ������ & ��A&��#�� E ��%)"! (N/2 + 1)
��'�%�(�!B ��H�" 6�'�&�$� #��"��7 	@D D7� ������%)��� &%�#�!&�#�� 6�'�&�$�
#��"��7 E ��&��������#�) P� � ���(���A {X(m)} �� "��#����7 ���� ��$�+ ��H"! 6�'��
&�$� #��"��7 Ψ(k) &� ����(���) ���E���=�� Cx(k) 7  &�&!������7 ���#����

D�'�&!, #��"��+ P� &!'��H�E�)#A &!��'�� ������+ A&%AE #���� ������7 &� ��#��
��H"! k = N/2 67�"=��

J������� 	@D������&�����A+ A"� ����&� !�)  !#"����� �����&�����A D7��E �	@D�
& ��#%� �&��#�)+ �' A"�8 &��� �7%� ��H!#%���+ &!'��H�E�)#A '� 6���7%��

f(lT ) =
1
N

N−1∑
k=0

F (kΩ)eiTk/Ω, ����
�

���� &� ��'�AE�)#A &� ���
;� ��%)"! ��#M����!� ���(�!"�� �� '��"�� �"#������!+
A" , 7 &!�� "7 �������&��$� �����&�����A D7��E

��3��� 5����� ����������� �����

?���� �%$��!���&+ A"� ��'!&���)#A �%$��!����! M&! "�$� �����&�����A D7��E+
&"%�H�E ��'��������� ���� ! '���M���A H�#7 ��H!#%���A 	@D N�+ �� #7��+ E  ���%)�
�!� ��!#�� ��H!#%�&�%)�!B ���=� 7�+ A"� �� E �H�&! �!�! #��#����! ��H!#%���A '���
H���A �� &!B� � '�  ��!�! �� &B� � Y" ���&!%�+ M&! "� �%$��!��! �� ����) "��=���7�
�%)��8 ���#���! ��H!#%�&��) �� &� ���7 &� ��A�!B �%$��!���&+ A"� '��!#��� 7 &!$%A �
�������!H�!B 6���7% � ��H!#%���)#A '$� �� �' =!� '��!#��

.#�7E  &� �#��&�� #�����$�8 & ���7 �&� �%$��!���& K@D+ "�%! ���M� &!"��!#��&7E
����B� &� 	@D  � '$���"!+ A"� ����� ��H!#%�E�)#A+ �  �7$� ��'7E�)#A �� ����B� �
&� � ��&!�����$� �����&�����A D7��E  �  &�&!�����$�+ A"� ��H!#%�E�)#A ���#��M!�!
#��#����!

@�A�� ��H!#%���A '� 6���7%�� ���
;�  %A &#�B H�#��� ������7E N2 "���%b�"#�!B
���(��) ��  � �&��) /��� !+ P� �"����%A�) ��M!��!, H�#+ &!"��!#��&7��)  �A"�
M�7H�� '�#��!+ A"� Q�7��7��)#A �� ���7+ P� #7�7  ��7�"�& ��(�� #���#�!�!+ A"P�
&!"����!  � �&���A ���� ���(���A�+ ��� �� ���7+ P� ���������	 �����	� ��(7�)
�7�! '���P��� �	)����� �����	���

���%)�!�  %A =!B ���� �& E ��+ P� ��&�� �����&�����A rN ��H�" ������7E & r2 ��%)�
M� H�#7+ ��( �����&�����A N ��H�" � &!�� "7+ "�%! "�%)"�#�) ��H�" 7 ��#%� �&��#�� E
�� ���#�!� H!#%��+ �"�����A �����=�, ��(� �7�!  �#!�) '��H��� C�"+ "�%! N E #�����
��� H!#%� � �#"%� �E�)#A �' ��"#!��%)��8 "�%)"�#�� ���(�!"�&�+ �%$��!��! M&! "�$�



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

�����&�����A D7��E �K@D� ������7��) "�%)"�#�� ��H!#%��) �� N2+ � N log2 N + P�+
����!"%� + ��! N = 210  �E 99% �"������ & ��H!#%���AB

?�B�, {X(m), m = 0, N − 1} 0 ��#%� �&��#�)+ P� � ��(��� &��#%� �"  !#"���!'�=�8
#!$��%7 x(t) �' ����(���� #�7$�� H�#���

���6�=�E��!  !#"�����$� �����&�����A D7��E ��#%� �&��#�� {x(n), n = 0, N − 1}
��'��H!�� Cx(k) = Fd(iωk)+ �����

Cx(k) =
N−1∑
n=0

x(n)W kn, k = 0, N − 1, ����;�

 � W = e−iΩT = e−i(2π/N) @��� ��H�E�)#A+ P� N = 2n+ n = 1, nmax+ N ≥ 2BL+ B 0 #�7$�
H�#��� #!$��%7 x(t)+ 5=+ L 0 ,�$� ����A(��#�) N ��(� �7�! ��� #��&%��!� , '� ��M��
�#��&�� N = rn

C���� � ��(��! �%$��!��  %A ��H!#%���A 	@D ��#%� �&��#�� {x(m)}
<�'$%A���� &!�� �" ��#%� �&��#�� {x(m)} �'  �,#�!�! "��6�=�E����! ��! N = 8 =

23 .' &%�#�!&�#�� Cx(4 + l) = Cx(4 − l)+ l = 1, 2, 3 C��7 & ����;�  �#!�) ��H!#%!�!

Cx(k) =
1
8

7∑
m=0

X(m)W km, k = 0, 4, ������

 � W = e−iπ/4
.' ������ ��E��

8Cx(k) =
7∑

m=0

x(m) cos
(

mkπ

4

)
− i

7∑
m=0

x(m) sin
(

mkπ

4

)
= A(k) − iB(k),

 �

A(k) =
7∑

m=0

x(m) cos
(

mkπ

4

)
; B(k) =

7∑
m=0

x(m) sin
(

mkπ

4

)
, k = 0, 4. ������

Y"P� &&�#�! 7 ��'$%A ��"� ����!=�1

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1 1 1

1
1√
2

0 − 1√
2

−1 − 1√
2

0
1√
2

1 0 −1 0 1 0 −1 0

1 − 1√
2

0
1√
2

−1
1√
2

0 − 1√
2

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0

0
1√
2

1
1√
2

0 − 1√
2

−1 − 1√
2

0 1 0 −1 0 1 0 −1

0
1√
2

−1
1√
2

0 − 1√
2

1 − 1√
2

0 0 0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

����F�

&!��'! ������ ��(�� '��!#��! 7 &!$%A � A = CX+ B = SX+  � A+ B 0 &�"���! ��'����
��#�� 
+ X 0 &�"��� ��'�����#�� �+ �%�������! A"�$� E '��H���A ��#%� �&��#�� {x(m)}+ C
� S 0 ����!=� ��'�����#�� 5×8+ �%�����! A"!B &!'��H���)#A '$� �� ' ������ ��!$������
��!H�!�! 67�"=�A�! "�#!�7#� �� #!�7#� &� ��&� �� ��! ��'�!B '��H���AB k �k = 0, 4�
�� m �m = 0, 7�



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

L��%�' ����!=) C � S ��"�'7E+ P� 8B�� �%�����! 7 #&�8, ��%)M�#�� ��&������)#A
@�!H!��� =)�$� E ��"� ��#��&!�!1

�� &%�#�!&�#�� ������ !H��#�)� ��!$�������!H�!B 67�"=�,+ '��H���A A"!B 6���7�
��) ����!=� C � S ��(�� &!"��!#���! ��! &!'��H���� &� %�"�& #!$��%7T

�� A"P� N &!'��H�E H!#%� ��&��&�  �%��!B &� %�"�& #!$��%7 x(t)+ �� ��&����&���#�)
�%������& 7 ����!=AB C � S '��%)M7E�)#A &� ��&� ��  � "�%)"�#�� ���(�!"�& & N 

@� ���A N 7 &!$%A � N = 2n = 2 · 2 · 2 . . . 2 ��'!&�E�)#A '����(���A� N 7 &!$%A �
 ��7�"7 ���(�!"�&+ P�  �E '��$7 '��H�� #"����!�! H�# ��H!#%��) 	@D

?�,��%)M &� ��!�! �%$��!����! K@D E �%$��!��! ' ����� (7&���A� '� H�#��
�� '� H�#�����

��3�&� 6������# 52� ( ������7 � 8�������# ���
.4�7�
9

J#��&��  %A ��M7"7 ��(���$� �%$��!��7 E &!A&%���A '&�A'"7 ��( '�$�%)�!� &!�
$%A �� ����!=) C �� B �� #�����A�! W+ � ��"�( &!"��!#����A ��"�$� �� ���A H!#�%+
A"�  ��7#"�E �� �%)M� 7'�$�%)����A �%$��!��7 K@D

��(��  �#A�"�&� H!#%� m+ 0 ≤ m ≤ N − 1+ &!��(�E�)#A 7  &�,"�&��7 "� �

m = mn−12n−1 + mn−22n−2 + · · · + m121 + m020, ���F��

 � n = log2 N + mν = 0 ��� mν = 1+ ν = 0, n − 1
C�"!� (� H!��� "�(��  �#A�"�&� H!#%� k+ 0 ≤ k ≤ N/2+ '��!#7E�)#A A"

k = kn−12n−1 + kn−22n−2 + · · · + k121 + k020.

@�'��H!��  &�,"�&� �� ���A x(m) A" x̃(m)1

x(m) = x̃(mn−12n−1 + mn−22n−2 + · · · + m121 + m020) = x̃(mn−1,mn−2, . . . ,m1,m0).
���F��

N�, &!��' ��!&� !�)  � ��"�$� &�(%!&�$� #��&&� ��M���A1

N−1∑
m=0

x(m)W km =
∑
m0

∑
m1

· · ·
∑

mn−1

x̃(mn−1,mn−2, . . . ,m0)W k(mn−12n−1+mn−22n−2+···+m121+m020).

���F��
?���!"%� +  %A N = 4 &!��' ���F�� ���7&�E &!$%A 7

∑
m0

∑
m1

x̃(m1,m2)W k(2m1+m0) =
3∑

m=0

x(m)W km.

@� �%)M� &!&� ���A �%$��!��7 ���&� !��  %A N = 8

Cx(k) =
1
8

7∑
m=0

x(m)W km, k = 0, 7, ���FG�

 � m = m222 + m121 + m020
� ���F�� �� ���FG� ��E��

8Cx(k) =
∑
m0

∑
m1

∑
m2

x̃(m2,m1,m0)W k[4m2+2m1+m0] =

=
∑
m0

∑
m1

∑
m2

x̃(m2,m1,m0)W 4km2W 2km1W km0. ���F��

@�'��H!��
M2 =

∑
m2

x̃(m2,m1,m0)W 4(km2).



�	 	� 
�������� �� � �� �� ��������

����#�!�� 7 =�, &!��'  &�,"�&� �� ���A k �' 7��B7&���A� W 4 = −1 	�#������

M2 =
∑
m2

x̃(m2,m1,m0)(−1)m2[4k2+2k1+k0].

J#"�%)"! (−1)m2(4k2+2k1) = 1+ �� M2 ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

M2 =
∑
m2

x̃(m2,m1,m0)(−1)k0m2 . ���F
�

� =)��7 &!��'� �� #7��&7&���A ��m2 ��!&� !�)  � &�%!H!�!+ A"� E 67�"=�E� k0,m1,m0
C�( ��(�� ��'��H!�!

M2 = x̃1(k0,m1,m0). ���F;�

N�  �'&�%AE '���#�) ���F��  �#���!

8Cx(k) =
∑
m0

∑
m1

X̃1(k0,m1,m0)W 2km1W km0. ���F��

C���� '��&7 ��'��H!�� &�7���M�� #7�7 H���' M11

M1 =
∑
m1

X̃1(k0,m1,m0)W 2km1 =
∑
m1

X̃1(k0,m1,m0)(−i)[4k2+2k1+k0]m1 .

J#"�%)"! (−i)4k2m1 = 1+ ��

M1 =
∑
m1

X̃(k0,m1,m0)(−i)m1(2k1+k0). ���F��

@� #7��&7&���A �� m1 7 ���F��  �E 67�"=��+ A"� '�%�(!�) &� k0+ k1 �� m0+ �����

M1 = X̃2(k0, k1,m0). ���FF�

����#�) ���F�� ��E��1

8Cx(k) =
∑
m0

∑
m1

X̃2(k0, k1,m0)W km0.

@�'��H!�� �� #7��&7&���A �� m0 H���' M0 =
∑
m0

X̃2(k0, k1,m0)W km0 + ���

M0 =
∑
m0

X̃(k0, 1,m0)
(

1 − i√
2

)(4k2+2k1+k0)m0

. ������

@� #7��&7&���A �� m0 ��!&� !�)  � 67�"=�8+ A"� '�%�(!�) &� k0+ k1+ k21

M0 = X̃3(k0, k1, k2). ������

N� �'��H�E+ P�
8Cx(k) = 8C̃x(k2, k1, k0) = X̃3(k0, k1, k2), ������

J�(�+ 6���7%! ���F;�+ ���F�� �� ������ '� ���) �����=�8+ ����B� ��  %A ��H!#%���A
"��6�=�E���& 	@D Cx(k)

@�! N = 8+ log2 N = 3 ��E�� ��"� 6���7%!1
���6�=�E��! (−1)+ (−i) �� (1− i)/

√
2 & =!B 6���7%�B &!��(���)#A H���' "����) �'

� !�!=�+ e−i2π ��H�&! )+ (−1)+ (−i) �� (1−i)/
√

2 E "����� �+ � �� ��$� #�����A �' � !�!=�
C��7 ��'��H!��

A2r = e−i2π/2r
, r = 1, log2 N. ����G�



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

Ar
2 E 2r�� "����) �' � !�!=�

A2r = W N/2r
, W = e−i2π/N , r = 1, log2 N, ������

(A2)λ+l = −(A2r )l, λ = 2r−1; r = 1, log2 N, l = 0, 2r−1; (AN )N/2 = −1. ����
�

C���� &!��' ���F;� ��(�� '��!#��! '�  �����$�� A2r 1

X̃1(k0,m1,m0) =
∑
m2

X̃(m2,m1,m0)Ak0m2
2 . ����;�

�&� #!
X̃1(k0,m1,m0) = X̃(0,m1,m0) + X̃(1,m1,m0)Ak0

2 . ������

C7� k0 ��(� ���7&��! '��H���A � ��� � �� ��&� ��  %A "�(��$� '��H���A k0 '��!M���
�� H��!�! ��&�A��A &� ��#�� '����!B m1 �� m01

������� 01 k0 = 01

X̃1(0, 0, 0) = X̃(0, 0, 0) + X̃(1, 0, 0) →X1(0) = X(0) + X(4);

X̃1(0, 0, 1) = X̃(0, 0, 1) + X̃(1, 0, 1) →X1(1) = X(1) + X(5);

X̃1(0, 1, 0) = X̃(0, 1, 0) + X̃(1, 1, 0) →X1(2) = X(2) + X(6);

X̃1(0, 1, 1) = X̃(0, 1, 1) + X̃(1, 1, 1) →X1(3) = X(3) + X(7).

������

������� 61 k0 = 11

X̃1(1, 0, 0) = X̃(0, 0, 0) + A2X̃(1, 0, 0) →X1(4) = X(0) − X(4);

X̃1(1, 0, 1) = X̃(0, 0, 1) + A2X̃(1, 0, 1) →X1(5) = X(1) − X(5);

X̃1(1, 1, 0) = X̃(0, 1, 0) + A2X̃(1, 1, 0) →X1(6) = X(2) − X(6);

X̃1(1, 1, 1) = X̃(0, 1, 1) + A2X̃(1, 1, 1) →X1(7) = X(3) − X(7).

����F�

NA ��#%� �&��#�)  � �&��) �� &� �����)+ P� ��"�'��� �� �!# + ��'��H��� A" �����=�A �+
P� &� ��&� �E r = 1 D���7%� ���F�� '�  �����$�� A4 ��"�( '��!#7E�)#A 7 &!$%A �

X̃2(k0k1,m0) = X̃1(k0, 0,m0) + X̃1(k0, 1,m0)A
(2k1+k0)
4 .

J#"�%)"! (k1, k0) ��!,��E H��!�! '��H���A+ �� ��'$%A���� ��"� H��!�! &!�� "!1
������� 01 (k1, k0) = (0, 0)1

X̃2(0, 0, 0) = X̃1(0, 0, 0) + X̃1(0, 1, 0) →X2(0) = X1(0) + X1(2);

X̃2(0, 0, 1) = X̃1(0, 0, 1) + X̃1(0, 1, 1) →X2(1) = X1(1) + X1(3).
������

������� 61 (k1, k0) = (0, 1)1

X̃2(1, 0, 0) = X̃1(1, 0, 0) + A4X̃1(1, 1, 0) →X2(4) = X1(4) + X1(6);

X̃2(1, 0, 1) = X̃1(1, 0, 1) + A4X̃1(1, 1, 1) →X2(5) = X1(5) + X1(7).
������

������� 71 (k1, k0) = (1, 0)1

X̃2(0, 1, 0) = X̃1(0, 0, 0) + A2
4X̃1(0, 1, 0) →X2(2) = X1(0) − X1(2);

X̃2(0, 1, 1) = X̃1(0, 0, 1) + A2
4X̃1(0, 1, 1) →X2(3) = X1(1) − X1(3).

������

������� 81 (k1, k0) = (1, 1)1

X̃2(1, 1, 0) = X̃1(1, 0, 0) + A3
4X̃1(1, 1, 0) →X2(6) = X1(4) − A4X1(6);

X̃2(1, 1, 1) = X̃1(1, 0, 1) + A3
4X̃1(1, 1, 1) →X2(7) = X1(5) − A4X1(7).

����G�



�
 	� 
�������� �� � �� �� ��������

N�, &!�� �" &� ��&� �E r = 2 @�#%� �&��#�) ��!6���!H�!B �����=�, ��'��H��� A"
�����=�A � D���7%7 ������ '�  �����$�� A8 '��!M��� 7 &!$%A �

X̃3(k0, k1, k2) = X̃2(k0, k1, 0) + X̃2(k0, k1, 1)A
(4k2+2k1+k0)
8 , ������

P� ��!&� !�)  � ��"!B &!�� "�&1
������� 01 (k2, k1, k0) = (0, 0, 0)1

X̃3(0, 0, 0) = X̃2(0, 0, 0) + X̃2(0, 0, 1) → X3(0) = X2(0) + X2(1). ����
�

������� 61 (k2, k1, k0) = (0, 0, 1)1

X̃3(1, 0, 0) = X̃2(1, 0, 0) + A8X̃2(1, 0, 1) → X3(4) = X2(4) + A8X2(5). ����;�

������� 71 (k2, k1, k0) = (0, 1, 0)1

X̃3(0, 1, 0) = X̃2(1, 0, 0) + A2
8X̃2(1, 0, 1) → X3(2) = X2(2) + A2

8X2(3). ������

������� 81 (k2, k1, k0) = (0, 1, 1)1

X̃3(0, 1, 1) = X̃2(0, 1, 1) + A3
8X̃2(1, 1, 1) → X3(6) = X2(6) + A3

8X2(7). ������

������� 91 (k2, k1, k0) = (1, 0, 0)1

X̃3(0, 0, 1) = X̃2(0, 0, 0) + A4
8X̃2(0, 0, 1) → X3(1) = X2(0) − X2(1). ����F�

NA ��#%� �&��#�) ��!6���!H�!B �����=�, ��'��H��� A" �����=�A G+ P� &� ��&� �E
r = 3 _�� � ��(��! ��(��� '��H���A Cx(k)+ #"��!#��E��#) ������

8C̃x(k2, k1, k0) = X̃3(k0, k1, k2).

O�H!��+ P�  &�,"�&� "��6�=�E��! k0+ k1+ k2 '�A&%A��)#A & X̃3(·) 7 ��&����&����7 ���A "7
�P� ��'!&�E�)#A ��	)����" 	�����	�"� J�(�+ X3(·) '&�A'��� �' Cx(·) ��"!� H!���1

X3(0) = 8Cx(0), X3(4) = 8Cx(1), X3(2) = 8Cx(2), X3(6) = 8Cx(3), X3(1) = 8Cx(4).
������

<�M�7 "��6�=�E���& Cx(k)+ k = 5, 6, 7 ��(�� � ��(��! A" Cx(4+ l) = C̄x(4− l)+ l = 1, 2, 3+
����� Cx(5) = C̄x(3)+ Cx(6) = C̄x(2)+ Cx(7) = C̄x(1)

�� ��#�� ��&� ���$� �� �!# �� $��6� K@D ��(�� '���!�! ��"� &!#��&"!1
� /�"#!��%)�� '��H���A �� �"#7 �����=�8 r &!'��H�E�)#A A" n = log2 N = 3  %A

N = 8
� ?� r�, �����=�8 �r = 1, log2 N� &!"��!#��&7��)#A ��"� ���(�!"!1

As
2r , s = 0, 1, . . . , 2r−1 − 1. ������

	%A r = 1 �� �����=�8 � &!"��!#��&7��)#A ���(�!"! A0
2 J#"�%)"! A0

2 = 1+ �� �� =�, ����
��=�8 ' �,#����)#A ��%)"! �����=�8  � �&���A @�! r = 2 & �����=�8 � &!"��!#��&7��)#A
���(�!"! A0

4 �� A1
4T ��! r = 3 & �����=�8 G 0 ���(�!"! A0

8+ A1
8+ A2

8+ A3
8

G ?� r�, �����=�8 �����(�!, ��#!& ��#�!�) 2r−1 $�7� �� N/2r−1 &�%!H!� 7 "�(��,
$�7�� 	%A "�(��8 $�7�! &!"��!#��&7E�)#A � !� ���(�!" &!$%A 7 As

2r 
� @��M!, �%����� Xr(k) = X̃r(k0, k1, k2) "�(��8 $�7�!+ A"!, '&�A'��!, �' ���(�!�

"�� As
2r �� r�, �����=�8 ��(� �7�! � ��(��!, '$� �� ' ���%!=�


 Cx(k)+ P� &� ��&� �E "�(���7 X3(l)+ � ��(7��) ��"!� H!���1
�� &!��(���) ��#%� �&��#�) l = 0, 7 7  &�,"�&�, 6���� ���+ ���+ ���+ ���+ ���+ ���+

���T



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

�� ' �,#����)  &�,"�&7 ��&��#�� "�(��8 ��)�B��'�A ��8  &�,"�&�8 ��#%� �&��#��1
���+ ���+ ���+ ���+ ���+ ���+ ���+ ���T

&� '��!#7��)  &�,"�&7 ��#%� �&��#�) 7 &!$%A �  �#A�"�&!B H!#�%1 �+ �+ �+ ;+ �+ 
+ G+
�

C�"!� H!��� � ��(7E�� &'�E��� � ��'��H�7 &� ��&� ��#�) ��( ��#%� �&��#�A�!
k = 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 �� l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

; �#� �����=�8+ P� ��&�A'��� �' ��H!#%���A� Cx(0) �� Cx(4) E  �,#�!�! C�"!�
H!���+ Cx(0) �� Cx(4) E  �,#�!�! H!#%��!+ P� 7'$� (7E�)#A ' &%�#�!&�#�� "���%�"#��8
#��%7H���#��

� Y"P�  �,#�� �� 7A&�� H�#�!�! ��H!#%�&��! �"����+ �� "�%)"�#�� &�%!H!� &B� ��$�
��#!&7  ��!B X(m) ��! N = 8 �7 � ��H�� &� ��&� ��! � ��'�%�(�!B &�%!H!�+ A"�
&B� A�) 7 Cx(k)

� �!B� �� &�%!H!�! r�8 �����=�8 ��(�� '����$��! 7 �!B (� "����"�B ����A��+ P� �
&�%!H!�! &B� ��$� �����(��$� ��#!&7  ��!B NA &%�#�!&�#�) $��6� K@D ��'!&�E�)#A
S��H!#%���A� �� ��#=�S ��$�%)�� "�%)"�#�) "�����" ������!&��8 ����A��+ P� ����B� ��
 %A ' �,#����A K@D+  ���&��E 2N + A"P� &B� �!, ��#!& E "���%�"#�!� ���� ��$�+
�������� P� 2N "�����"  %A &!"�����A  &�,"�&�8 ��&��#�8

F ��$�%)�� "�%)"�#�) ��!6���!H�!B �����=�,+ ����B� �!B  %A � ��(���A &#�B Cx(k)+
k = 0, N1+  ���&��E ��!�%!'�� N log2 N 

�� L%$��!�� K@D �� '�%�(!�) &� ��$�+ H! E &B� �� &�%!H!�!  �,#�� H! "���%��
"#�� J�(�+ &�� ��(� �7�! &!"��!#���!,  %A ��H!#%���A J	@D1

W '�����E�)#A �� W T
�� &��B�&7E�)#A ���(�!" 1/N + P� ��#�!�)#A ��#%A �#����)�8 �����=�8
C�"� �� !6�"�=�A �%$��!��7 K@D ��'!&�E�)#A �������!� M&! "!� �����&�����

�A� D7��E �JK@D�
�� /��(�!"!+ P� &!"��!#��&7��)#A & $��6� K@D+ ��(7�) �7�! &!��(��� H���'

#������ W 7 &� ��&� ��#�� ' �!�+ P� A2r = W N/2r


������� 	� ��� ����	�% &���
���	���
 X(0) = 1= X(1) = 2= X(3) = 1= X(4) = 3= X(5) = 2=
X(6) = 1 �� X(7) = 2 ��������� ����
�
1	�� �3? Cx(k)� k = 0, 7� �� ��&�!���8 F3?�

������������ G�1!� N = 8� ��� !��	� ����������� ����F3? 	� ���� (�, A2r = e−i2π/2r

�
r = 1, 2, 3� ����� A2 = −1� A4 = −1� A8 = (1 − i)/

√
2� A2

8 = −i� A3
8 = −(1 + i)/sqrt2�

H �
�&��
�	���
 
� &���
���	
��8 �������	�� � &��	���	
 	� ����
� !�1!�2

X(0) = 1; X1(0) = 4; X2(0) = 6; X3(0) = 1;→ Cx(0);

X(1) = 2; X1(1) = 4; X2(1) = 7; X3(1) = −1 → Cx(4);

X(2) = 1; X1(2) = 2; X2(2) = 6; X3(2) = 6 − i → Cx(2);

X(3) = 1; X1(3) = 2; X2(3) = 1; X3(3) = 6 + i;→ Cx(6) = Cx(2);

X(4) = 3; X1(4) = −2; X2(4) = −2; X3(4) = −1, 293 + i0, 707 → Cx(1);

X(5) = 2; X1(5) = 0; X2(5) = i; X3(5) = −2, 707− i0, 707 → Cx(5) = Cx(3);

X(6) = 1; X1(6) = 0; X2(6) = −2; X3(6) = −2, 707 + i0, 707 → Cx(3);

X(7) = 2; X1(7) = −1; X2(7) = −i; X3(7) = −1, 293− i0, 707 → Cx(7) = Cx(1).

����$��� � � ��%�	���� "� �����

��H�&! )+ ����� (7&���A '� H�#�� '�#��#�&7E�)#A  � &� %�"�& ��#%� �&��#�� 7 H�#�
@�!�7#�!��+ P� "�%)"�#�) &� %�"�& N E ����� C� � ��#%� �&��#�) {x(n)} ��(��

��' �%!�! ��  &� �� ��#%� �&��#�� {g(n)} �� {h(n)}1

{g(n)} = {x(2n)}; {h(n)} = {x(2n + 1)} ������



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

Èòåðàöèÿ ¹1 Èòåðàöèÿ ¹2 Èòåðàöèÿ ¹3

x(0) x1(0) x2(0) x3(0) Cx(0)

A
0

2 A
0

4 À
0

8

x(1) x1(1) x2(1) x3(1) Cx(1)

-À
0

8

A
0

2 A
0

4

x(2) x1(2) x2(2) x3(2) Cx(2)

À
2

8

A
0

2

x(3) x1(3) x2(3) x3(3) Cx(3)

-A
0

4 -À
2

8

x(4) x1(4) x2(4) x3(4) Cx(4)

-A
0

2 A
1

4 À
1

8

x(5) x1(5) x2(5) x3(5) Cx(5)

-A
0

2 -À
1

8

x(6) x1(6) x2(6) x3(6) Cx(6)

-A
0

2

À
3

8

x(7) x1(7) x2(7) x3(7) Cx(7)

-A
0

2 -A
1

4 -À
3

8

"��� (�,� <��� F3? ��� N = 8

	!#"����� �����&�����A D7��E =!B �� ��#%� �&��#��, ��(�� '��!#��! 7 ��"��7
&!$%A �1

G(k) =
N/2−1∑
n=0

g(n)(W 2)nk; ����G�

H(k) =
N/2−1∑
n=0

h(n)(W 2)nk; k = 0, N − 1. ������

	@D &� ��&��8 ��#%� �&��#�� {x(n)} &!��(�E�)#A H���' g(n) �� h(n)1

F (k) =
N/2−1∑
n=0

(
g(n)W 2nk + h(n)W (2n+1)k

)
=

=
N/2−1∑
n=0

g(n)(W 2)nk + W k

N/2−1∑
n=0

h(n)(W 2)nk = G(k) + W kH(k). ����
�

�! ��+ P� �� &� ���7 &� ��A��$� ��H!#%���A D7��E�'����(���A F (k)  %A "���
�%�"#��8 ��#%� �&��#�� {x(n)}+ A"� ������7E N2 �����=�, "���%�"#��$� ���(���A ��
 � �&���A+ ��H!#%���A '� ����
� ������7E N2/2 + N �����=�,+ P� 7 &!�� "7 &�%!"!B
N ��!&� !�)  � ��,(� �� &�,��8 �"�����8 ��H!#%��)

J#"�%)"! G(k) �� H(k) ��H!#%���)#A &  ����'��� &� �  � N/2 − 1+ ��

F (k) =

{
G(k) + W kH(k), 0 ≤ k ≤ N/2 − 1,
G(k − N/2) + W kH(k − N/2 − 1), N/2 ≤ k ≤ N − 1.

����;�



	�.� ������� ��������� "��#$ ��

� &!�� "7 �����$� N/2  %A ��H!#%���A G(k) �� H(k) '�#��#�&7��)#A 6���7%!
����G�+ ������ �' "�%)"�#�� ��H�" N/4 ��P� � =)��7 , ��%A$�E #7���#�) ���� 7 K@D

Y"P� N A&%AE�)#A #������� �+ ��  %A ��H!#%���A 	@D ��#%� �&��#�� ' N ��H�"
����� N log2 N  � �&��) �� �� ��%)M� ��( N/2 log2 N ���(��)

@� ���A H!#%� N A" #�����A � ��&�A'��� �'  &�,"�&!� ��� #��&%���A� ��6����=�8
& RJ/ J ��"+ ��(�� ��'$%A ��! , ��M�  �%)�!"! H!#%� N  Y"P�  �%)�!"�� N E H!#%�
p+ �� � ��(!�� 6���7%!+ ���%�$�H�� ����G�+ ������+ & A"!B 2 '���P7E�)#A �� p � =)��7
&!�� "7 "�(�� �� ��#%� �&��#�) #"%� �E�)#A ��%)"! ' p�8 ��H"! &!B� ��8 ��#%� �&��#��
�&� #! , ��B� !�) ��'&� ���� 7 [����� (7&���A '� H�#��S

����$��� � � ��%�	���� "� �����&

�� ���%�$�E� ' ����� (7&���A� 7 H�#� ����� (7&���A '� H�#����� &!"��7E�)#A ��
&� ��M����  � 	@D�'����(���A F (k) #!$��%� x(n)

?�B�, 67�"=�A f(n) �' ����!� H!#%�� N ��H�" &� �"���%��� ��  &� ��#%� �&��#��
�� N/2 ��H�" "�(��

g(n) = f(n); h(n) = f(n + N/2); n = 0, N/2 − 1. ������

N ���H"�&� 	@D F (k) &!B� ��8 67�"=�8 x(n) ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

F (k) =
N/2−1∑
n=0

(
g(n) + eiπkh(n)

)
W nk. ������

C���� ��'$%A���� ����� �� ������� &� %�"! F (k) �"���� ������ (7&���A '� H�#���
����

F (2k) =
N/2−1∑
n=0

(g(n) + h(n))(W 2)nk; ����F�

F (2k + 1) =
N/2−1∑
n=0

[(g(n) − h(n))W n] (W 2)nk. ���G��

�!��'! ����F�+���G�� A&%A��) #���� (N/2)���H"�&� 	@D &� 67�"=�, (g(n)+h(n))
� (g(n) − h(n))W n Y" , 7 ������ �)��7 &!�� "7 "�%)"�#�) ��H!#%��) E ������=�,���
N log2 N 

L%$��!��! K@D ��(�� &!"��!#���!  %A #!���'7 T ������ !H��$� �� �&(���A #!�
$��%7 x∗(t) '� ,�$� '� ��!�! ���%��7 �!� �� 6�'�&!� #��"����!

��-� #�������� �����
������ ���� ����
�� ������	


@�! ���&� ���� #��"���%)��$� ���%�'7 ���%)�!B #!$��%�&  �#!�) "��!#�!� E 7���
��A &!'��H��! 67�"=����%)�!, #"%� #!$��%� '� ,�$� #��"���%)�!� �� ���A� @�!
=)��7 &!"�����A 	@D  !#"���!'�&��!B #!$��%�& �� &!"%!"�E �#��%!&!B ��7 ��P�&
L%� ��! $������H���7 ���%�'� ������(��!B 7 H�#� #!$��%�&+ "�%! ����$��% 7 ��A���7
�����&������ D7��E ��! t → ∞ E ��'��(�!�+ �� &#� ��" ���#�� N)��7 ��(�� '�����$�!+
A"P� ��'$%A ��! #!$��% %!M� �� #"��H�����7 �����&�%�+ ���+ A" "�(7�)+ H���' #��=��
�%)�� [&�"��S+ & ��(�B A"�$� #!$��% �#�7E+ � ��'� �)�$� 0  ���&��E �7%� D����%)�� =�
&� ��&� �E ���(���� ������(���$� 7 H�#� #!$��%� �� &� ��&� �7 67�"=�� &�"��+ A"�
���!�) &!B� �!, #!$��% ����(��!� 7 H�#� JH�&! ��+ =� &�%!&�E �� #��"�� #!$��%7+
�#"�%)"! ���(���A 7 H�#�&�, ��%�#�� &� ��&� �E '$���=� #��"��� #!$��%7 '� #��"����
&�"�� ���'7��%�+ P� ��! =)��7 ����� ���$�7�!  �#A$�! ��,���M�$� #���&�����A #���
"��� #!$��%7+ P� ���%�'7E�)#A &!����� &� ��&� ��8 67�"=�8 &�"��+ ����� &%�#�� ,�$�
&! 7



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

� �� �%)M��7 ��! &� M7"���� 	@D �7 ��� &&�(��! �!��&!�! ��"� �%���������
#!$��%!1

0 #��%!, ������(��!, 7 H�#� #!$��%T
0 ����� !H�!, #!$��%T
0 #!�7#�8 �%)�!, #!$��%
9�������� 
���� 
���� ?�B�, '��H���A #!$��%7 &!'��H�E�)#A 67�"=�E� H��

#7 &!$%A 7 f(t) = 1+ −∞ < t < +∞ ?� =�, #!$��% ��"%� �E�)#A ��A��"7��� &�"��+ A"�
'� ��� �� ����(����7 �����&�%� H�#7 � ��!#7E�)#A 67�"=�E� h(t)+ P� &!'��H�E B���"���
�!#�!"7 &�"�� �� %�"! #!$��%� ���7�)#A & N  !#"����!B ��H"�B �����&�%7 #��#����(��
��A T + A"!,  ���&��E M!�!�� &�"��+ ����� T = NTd+  � Td 0 �����  !#"���!'�=�8 C�"!�
H!���+ #!$��%  !#"���!'7E�)#A+ ��!,���H! &!$%A ����(���8 ��M��"�&�8 67�"=�81

f(nTd) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, −N − 1
2

≤ n ≤ N − 1
2

,

0, n < −N − 1
2

, n >
N − 1

2
.

���G��

N�+ A" � '��(��#�) ����$��%� D7��E+  �#A$�E�)#A '�  �����$�� #��=��%)��$� &! 7
67�"=�8 &�"�� h(t)+ � #���1

h(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, −N − 1
2

Td ≤ t ≤ N − 1
2

Td,

0, t /∈
[
−N − 1

2
Td,

N − 1
2

Td

]
.

���G��

���B� !��  !#"����� D7��E������&�����A  %A #!$��%� f(nTd) '$� �� ' 6���7%�� ���
;�+
A"� �' 7��B7&���A� #��&&� ��M��) ���G��+ ���G��  �E1

Fd(iω) =
(N−1)/2∑
−(N−1)/2

f(nTd)h(nTd)e−iωnTd =
(N−1)/2∑
−(N−1)/2

e−iωnTd ���GG�

O�H!��+ P� 7 ���&�, H�#�!�� =)�$� &!��'7 ��#�!�)#A #7�� $������!H��$� �A 7 ' N
#"%� �&!�!+  �#��E��1

Fd(iω) = exp
[
−iωTd

N − 1
2

]
· 1 − exp[−iωTdN ]

1 − exp[−iωTd]
. ���G��

	����(7�H! H!#�%)�!" �� '������!" 7 ���G�� �� exp[−iωTd/2]+ ��E��

Fd(iω) =
eiωNTd/2 − e−iωNTd/2

eiωTd/2 − e−iωTd/2
���G
�

���+ ��#%A �����&�����A '� 6���7%�� R,%���+  �#��E��1

Fd(iω) =
sin(NωTd/2)
sin(ωTd/2)

. ���G;�

J�(�+ 	@D � !�!H��$� #!$��%�+ '� ���$� 7 ��(�B ��A��"7���$� &�"��+ �' H�#��
#��#����(���A T = TdN �� �E�)#A 67�"=�E� �!�7 sin Nx/ sin x+  � x = ωTd/2 ����
'7��%�+ P� '��H���A #��"��� ��H!#%���)#A ��%)"!  %A  !#"����!B '��H��) H�#��� ωk+
k = 0, N − 1+ ���7 ��&�A��A ���G;�  �E ��&� �7 ���%��7 %���, #��"���+ P� &!'��H���
�)#A  %A H�#��� ωk 5��6�" =!B %���, ��&� ��� �� �!#

L��%�'7�H! 67�"=�� ���G;�+ ��!B� !��  � &!#��&"7+ P� &���1

� /�E ��"#!�7� '� "�7$�&�8 H�#���! ω = 0+ A"!,  ���&��E

Fd(iω)
∣∣
ω=0

=
sin(ωNTd/2)
sin(ωTd/2)

∣∣∣∣
ω=0

=
2NTd · cos 0
2Td · cos 0

= N. ���G��



	�/� ������� ��������� "��#$ ������� �������� ��

� @��B� !�) H���' �7%)+ "�%! H!#�%)�!"  ���&��E �7%�+ � '������!" ��  ���&��E
�7%�+ P� ��E ��#=� ��! ��"!B '��H���AB ��$7����� ωNTd/21

ωNTd

2
= ±zπ, z = 1, 2, . . . , ���G��

����� ��!

ωz = ±z
2π

NTd
. ���GF�

G c ����� !H��� 67�"=�E� �' ����� �� T = 2πTd+ A" , �7 )�A"� 	@D

@���&���H! #��&&� ��M���A ���GF�+ A"� &!'��H�E �7%� 67�"=�8
sin(NωTd/2)
sin(ωTd/2)

' 6���

�7%�� ���;��+ P� '� �E '��H���A H�#��� ωk+ 7 A"!B ��H!#%�E�)#A 	@D+ '��B� !��+ P�
&��! &#� #��&�� ���)+ "��� �7%)�&�8 ��H"!+ ����� &#� %���8 #��"���+ A" "�(7�)+ [$�#A�
�)#AS ����7%A��)#A� �7%A�! 67�"=�8 	@D+ "��� '��H���A ω = 0+  � ���%��7 � #��"���
 ���&��E N 

����������� 
����7 � A"�#�� ����� !H��$� #!$��%7 ' "�7$�&�� H�#����� ω0

������ 67�"=�� f(t) = eiω0t+ A"� '��&7 �������(7E�)#A �� 67�"=�� ��A��"7���$� &�"��
h(nTd) &!$%A 7 ���G�� @� #��&!&M! ���!���!,  ��7��" f(nTd) . . . h(nTd) 7 ��&�A��A
	@D ���
;�+ ��E��

Fd(iω) =
(N−1)/2∑

n=−(N−1)/2

f(nTd)h(nTd)e−iωnTd =

=
(N−1)/2∑

n=−(N−1)/2

e−iω0nTd · 1 · e−iωnTd =
(N−1)/2∑

n=−(N−1)/2

e−i(ω−ω0)nTd . ������

@���&���H! ������ ' ���GG�+ '��B� !��+ P� &��! ����) � ��"�&7 6���7+ &� ���
'�A�H!#) %!M� �!�+ P� 7 ��&�A��� ������ '����) ω ��#�!�)#A ω − ω0 @�&�����H! ��
#��� �����&�����A+ P� , 7 ���GG�+ �#����H�� ���!�7E��1

Fd(iω) =
sin[N(ω − ω0)Td/2]
sin[(ω − ω0)Td/2]

. ������

NA 67�"=�A ��E ��"#!�7� 7 ��H=� ω = ω0 � '��H���A�+ A"� '��&7 ( ��"!  ���&��E
N � A"� ��"�'��� �� �!#

?7%� 	@D ����� ��#�A�)#A 7 ��H"�B

ωz − ω0 = ±z
2π

NTd
. ������

1�� 
�:������ 
����7 N�, #!$��% �� �E�)#A '$� �� ' 6���7%�� R,%��� A"
��'�!=A �"#�����=�,�!B 67�"=�, �' "�7$�&�� H�#����� ω0+ ����� 7 &!$%A �

sin ω0t =
1
2i
(
eiω0t − e−iω0t

)
. ����G�

	@D  %A 67�"=�8 ����G� ��H!#%�E�)#A  %A "�(��8 #"%� �&�8 �"����+ �#"�%)"!
67�"=�A ����G� %���,�� 	%A ���M�8 #"%� �&�8 #��"�� &(� '��, ���+ �  �7$� #"%� �&�
&� ��'�AE�)#A &� ���M�8 ��%)"! '��"�� �"#������! �8 	@D ��(�� '��,�! '�  �����$��
������+ A"P� �����A�! '��" 7 #!�7#� �� ����!%�(�!,+ ����� A"

Fd2(iω) =
sin[(ω + ω0)NTd/2]
sin[(ω + ω0)Td/2]

. ������



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

J�(�+ #��"�� #!�7#�8 !+ &� %�"! A"�8 ������ & ��H"�B 7 ��(�B ��A��"7���$� &�"��+
&!'��H�E�)#A A" ��'�!=A #��&&� ��M��) ������ �� ������+ P�  �E1

Fd(iω) =
1
2i

[
sin[(ω − ω0)NTd/2]
sin[(ω − ω0)Td/2]

− sin[(ω + ω0)NTd/2]
sin[(ω + ω0)Td/2]

]
. ����
�

<�&�A��A ����
� &!'��H�E ��&� �7  %A #��"���%)�!B %���,+ A"� ��H!#%���)#A 7
��H"�B ωk '$� �� ' ���
;�+ P� �%�#��7E�)#A &� ��&� �!�! $��6�"��! �� �!#

�������� "�����	�!� 	� ��	����	�!� &������
 �&��� 	� &���		� �&����� ���!�	
�	���
5��	���%����	���6 ������		� 	� 
	������
 �&��������		�� 0��� !�1!� ���!�	
�	� ������		�
ϕ(t) = sin(2πf0t) � �������8 �������8 ω0 = 2πf0 5#I�6 
� ����
�	�8 �������8 f0 = 50 <��
�����������
� ���	��� ��
 �	81���� � �������8 fd = 500 <� 5��� �������8 �������8 ωd =
2πfd 5#I�6 	� 
	������
 �&��������		� �����	�8 TJK�K- LJ-K !�� ; &�����
 ���!�	
�	���
5�&�������	���6 �	��
�� ����	�1!� ���
 �
%2

#6 &����
��1!� ����	�		� ��!�� �����!� �
��
�
� &�� ����	
 ������
 �����������
%=
(6 ����1!� �!&�
���	� �&���� ������������	��� ���	��� � !���8 ������		� 1��	�% ���

����� f0� � !
������ � ���	��
�
M��� &�# 	� ��	���1 	
���� &�����!� ���
���� �
�	�4�		� fd/f0 = 10� � �	��	� &����

���4�1 (� �� ����� ��!���1 �����!� �
��
�
��
3�� ����	�		
 &�( ��	���8�� &��	
 ������	�		�� ���
���� &�� ����	�!� 
	������
 �&�����

����		� 	� T = 50 !� &��
��
 �����������
% Td = 1/fd = 1/500 = 0, 002c = 2 !� !�1!� ����
�
���
��� ����� �
��
�
�2 N = T/Td = 50/2 = 25�

�3?� �� �
��!�� ��1 �!&�
���� �&����� ��� �������	�� ������� ��
 ���	���8���� ��
�	�
� 5(�#.#6  � ��	�!� ��&���� �� ������ fk = k · fd/N � k = 1, N − 1� �����

{fk} = {0, 2, 20, 40, 60, . . . , 480},

� 
�8����1���� �
�&��
�	�!� ����
��!� 	� ����
$��
�	� ��� �
	
 ����1���� �
�	�		�! 5(�(,,6� ��� &��!
� �
	
 �&����� �
����	� ��������

	� ������
 f0 = 50 <�� A� ��!����	� ��
 �	�	�! ���	����		�!� ���� � &���
���	
��� ������ �&��
���� 	� &����&��� 4���	� ������� f0� 0��
 ���
�	�%� � ����1���� �
�	�		�! 5(�(,-6� !
�������
� ������ f0±z20 <�� ��!� � �&����
 &�����	
 ��� ���	
 N���	
O �
	
% �&������ � �
�&��
��8�� 	�

�	�8��! ���!�	
�	�! ��������!� +&�������	� �	��
� �
����� ���1 ������	�!� ���� ������
����4��� 
	���!��
18 &�� �	���		� f0 5��� &�� &��
�� T0 = 1/f06� ������� �
�&��
�	� &��
��
�&��������		� ���	��� T = mT0� m = 1, 2, . . . � ����� &��
�� �&��������		� T �������� ����
�	�! &��
��� ���!�	
�	��� ���	��� T0� )��� � 	�4�!� ��&���� &�� !�1!� T = mT0 = 40 !��
���� m = 2� � T0 = 1/50 = 0, 02 = 20 !�� ����

+&�������	
 �
	
% � ��	�!� ��&���� ������ ���!
�	
 � ������ ������

{fk} = {0, 25, 50, . . . , 450, 470},

��
 ���
�� �&
�&���8�� 
� 	���!� ���
�	�% ��� �
	
 � ��
! f = 50 <�� A� ����� �
�&��
��1
!����!�!� �
 �	���	� ���
�	�%� ��� ����1���� �
�	�		�! 5(�(,-6 
 ���	���1 1��	� �������� � 1
� ��	���%����	�!� ���	��
� +&���� &�����81���� 
� �������8 fd = 50 <��

��:��� /0$������ (������

Z(m) =
N−1∑
k=0

X(k)Y (m − k), m = 0, N − 1. ����;�

.' ������! ��� '$���"7 � ��(7E��

Cz(k) = Cx(k)Cy(k), k = 0, N − 1. ������

@�#%A '�#��#7&���A �%$��!��7 K@D  � ��#%� �&��#��, {X(m)}+ {Y (m)} �� &!'��H���A
Cz(k) Z(m) ��H!#%�E�)#A '�  �����$�� JK@D

<�'$%A���� &!�� �"+ "�%! ��#%� �&��#��+ &� ��#�� A"!B '�#��#�&7E�)#A �����=�A
'$���"!+ E ������ !H�� X̃(m)+ m = 0,M + Ỹ (m)+ m = 0, P  �$���"� =!B ��#%� �&��#��,



	�/� ������� ��������� "��#$ ������� �������� ��

&!'��H�E�)#A &!��'��

Z̃(m) =
1

M + P + 1

M+P∑
k=0

X̃(k)Ỹ (m − k), m = 0,M + P . ������

@�#%� �&��#�) Z̃(m) ��(�� � ��(��! '�  �����$�� K@D ��"1
� ?�B�, N 0 E ��,���M!, #�����) � ��%)M!,+ ��( (M + P )
� ��&��!�� ��"� ��#%� �&��#�� {X(m)} �� {Y (m)} �' ����� �� N + P�

X(m) =

{
X̃(m), m = 0,M ;
0, m = M + 1,M + 2, . . . , N − 1

����F�

Y (m) =

{
Ỹ (m), m = 0, P ;
0, m = P + 1, P + 2, . . . , N − 1

���
��

G ��#��#�&7E�� K@D  %A ��H!#%���A '$���"! 0 ��#%� �&��#�� {Z(m)} 0 ����� !�
H�!B ��#%� �&��#��, {X(m)} �� {Y (m)}+  �

Z(m) =
1
N

N−1∑
k=0

X̃(k)Ỹ (m − k), m = 0, N − 1. ���
��

� J ��(7E�� �������7 ��#%� �&��#�) Z̃(m) '�  �����$�� #��&&� ��M���A

Z̃(m) =
N

M + P + 1
Z(m), m = 0,M + P . ���
��

?�B�, M = 3+ P = 2+ �� � N = 8 �

X(m) =

{
X̃(m), m = 0, 3;
0, m = 4, 7

���
G�

Y (m) =

{
Ỹ (m), m = 0, 2;
0, m = 3, 7

���
��

����#�!�� =� 6���7%! 7 6���7%7 ����;� J ��(!�� ����!H�!, &!��'

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Z(0)
Z(1)
Z(2)
Z(3)
Z(4)
Z(5)
Z(6)
Z(7)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
1
8

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X̃(0) X̃(1) X̃(2) X̃(3) 0 0 0 0
X̃(1) X̃(2) X̃(3) 0 0 0 0 X̃(0)
X̃(2) X̃(3) 0 0 0 0 X̃(0) X̃(1)
X̃(3) 0 0 0 0 X̃(0) X̃(1) X̃(2)

0 0 0 0 X̃(0) X̃(1) X̃(2) X̃(3)
0 0 0 X̃(0) X̃(1) X̃(2) X̃(3) 0
0 0 X̃(0) X̃(1) X̃(2) X̃(3) 0 0
0 X̃(0) X̃(1) X̃(2) X̃(3) 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ỹ 0)
0
0
0
0
0

Ỹ (2)
Ỹ (1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���

�

���.� /��� ������������� �����	!

<�'$%A���� "%�# ��#!�7#�8 �%)�!B ����$���%)�!B 67�"=�,+  � A"!B &� ��#A�)#A
67�"=�8 <� ���B���+ -���� �� ��%M� N� 67�"=�8 #"%� ���)#A ' "&� ����!B ��� ��A�
��"7��!B B&!%)

@�! $������H�!B �#!�7#�8 �%)�!B+ "�#!�7#�8 �%)�!B� &�%!&�B "�%!&���A '����$��
��) #&�� 6���7 ��! ���B� (���� H���' �7 )�A"7 %���,�7 #!#���7 �!B� �� "�%!&���A
��(7�) &� ��'�A�!#A &� &B� �!B ��%)"! '� ���%��7 �� �� 6�'�� ?� =)��7 ���7 �&���
H�#����!, ����  �#%� (���A
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�������� �� � �� �� ��������

L%� �����&������ D7��E ��!������!, �� �%�"+ A"!, ��%A$�E 7 ���7+ P� �#�7E �����
B� ��#�) 7 &!"������ &�%!"�8 "�%)"�#�� �����=�, ���(���A+ �� P� &!���H�E�)#A ��%)M�
H�#�!�� H�#7 ��H!#%��) N� �����=�8 &!"��7��)#A A" ��! ��'"%� ���� 67�"=�, 7 �A 
D7��E+ ��" � ��! &!"������ ����$��%)��$� �����&�����A D7��E ?���!"%� + ��! ��'"%��
 ���� 67�"=�8 f(t) 7 �A D7��E �' '�#��#7&���A� 6���7%!

f(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kω1t + bk sin kω1t)

"��6�=�E�� ak ��H!#%�E�)#A �� 6���7%�

ak =
2
T

T/2∫
−T/2

f(t) cos kω1tdt.

@�! ���%!(���, ����"#!��=�8 67�"=�8 f(t) ��!$�������!H�!�! �A ��! D7��E+ � ���
"�( ��M!B &! �B �����"! ��6����=�8 �����=�� ���(���A  �&� !�)#A &!"��7&��! ��%)�
,��! ��' � �� =� &!���H�E�)#A �#��&�� H�#�"� ��M!���$� H�#7

�7#"�&��#��%� ��'!#�� 67�"=�A �� &� �"���%����7 �����&�%� E #��%�� &�%!H!���
C�(  %A ��E8 #���8 67�"=�8 f(t) '���#�) cos kω1t 7 ����$��% &B� !�) ��'!#�� 67�"=�A �
��� �� J�(�+ '���#�) �����=�, ���(���A &!"��7��)#A '��H�� ���#��M� �����=�8  � ��
&���A �� &� ������A 	%A ��$�+ P�� "7#"�&��#��%� ��'!#�� ����$���%)�� 67�"=�8 ��$%!
&!"��!#��&7&��!#A  %A �����"! ��6����=�8+ ��������+ P�� &��! ���7&�%! A"  � ����+
��" � &� �E��� '��H���A

���;��� ��(��$��� $������


@��A��A H�#���! ��(� �7�! '�#��#�&���  � ���(!�! #!�7#�!B ������ !H�!B� 67��
"=�,+ ��H"! �����!����A �7%)�&�$� ��&�A A"!B ��&������� ��'�� �%��� �� �����&�%7 N�,
�������� ��'��H�E�)#A A" f , ���������7E�)#A A" H!#%� ��&�!B ����� �& ���� ��%�&!��
H!#%� �����!����A �7%)�&�$� ��&�A� #!�7#�8 �%)��8 67�"=�8 & #�"7� 7

�'�$�%)���� H�#���� ��(� &!'��H��!#) A" ��%�&!�� #��� �)�$� H!#%� �����!��&
�7%)�&�$� ��&�A & #�"7� 7 @��A��A H�#��#�� '����&� (��� -���7���  %A ��'��'����A
67�"=�,+ ��H"! �����!����A �7%)�&�$� ��&�A A"!B ��'�� �%��� ����&������� �� ������
&�%7 , A"� �����&�A'"�&� E ����� !H�!�! � &!�� "7 #!�7#�8 �%)�!B 67�"=�, ���A��A
H�#��#�� #��&�� �E ' ���A��A� H�#���!

I�#��#�) ������� !H��8 67�"=�8  ���&��E ��%�&!�� H!#%� �����!��& �7%)�&�$� ��&�A
& #�"7� 7+ A"P� ��"� H!#%� �#�7E

���;��� �����
< '���#�%��� �� �����

D7�"=�8 <� ���B��� A&%A��) #���� ������� ������� �������������' 
���	) �
��'��H���)#A ]\d(m, t) ���! ����) &!$%A ��A��"7��!B ���7%)#�& , ��#�A�) 2m−1 ���
��� �& �� ����&&� "�!���7 �����&�%� [0; 1) �� ��!,����) '��H���A +1 ��� −1 �!�A��"
#"%� �E 67�"=�A ]\d(0, t)+ A"� ��E &!$%A � !�!H��$� ���7%)#7 D7�"=�8 <� ���B��� 0
����� !H�� ' ����� �� �+ ����� ]\d(m, t) = ]\d(m, t + 1) ���� ��$�+ 8� &%�#�!&� �����
� !H��#�) �� ��%)M "����"!B �����&�%�B ]\d(m, t + n21−m) = ]\d(m, t)+ m = 1, 2, . . . T
n = ±1,±2, . . .  N� 67�"=�8 E ������!�!+ P� �� ��  �'&�%AE &!"��!#��&7&��! 8B  %A
����"#!��=�8 ����!B 67�"=�,+ �#) H��7 &��! 7�&�����) ����&�7 #!#���7

D7�"=�8 <� ���B��� ��(�� � ��(��! '�  �����$�� ��"7������$� #��&&� ��M���A

]\d(m, t) = ]\d(1, 2m−1t); ���
;�

]\d(1, t) =

{
1, t ∈ [0, 1/2),
−1, t ∈ [1/2, 1).

���
��



	���� 0��� ���������%��� ������� ��

rad(0,1)

1

0 t

rad(1,1)

1

0 t

rad(2,1)

1

0 t

rad(3,1)

0

"��� (�-� ?�	��
% "���!�����

/��(!�� 67�"=�, 3���� {e\](n,m, t)} 7�&���E ���	���#��* ������������� ��
����� ������� 
���	)

	!#"���!'�=�A #!#���! 67�"=�, -���� ��!'&� !�)  � ����!=�+ "�(�!, �A �" A"�8
E  !#"������ 67�"=�E� -���� f\](n,m, t) J ��(��� 7 ��"!, #��#�� ����!=� &!"��!�
#��&7��)#A  %A �����&�����A -���� � ��'��H���)#A H∗(n)+  � n = log2 N 

@�!&� ��� ����!=� -����  %A ���M!B &�#)�! 67�"=�, -����

H∗(3) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1√
2

√
2 −√

2 −√
2 0 0 0 0

0 0 0 0
√

2
√

2 −√
2 −√

2
2 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 −2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 −2 0 0
0 0 0 0 0 0 2 −2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���
��

Y"P� ��'$%A�7�! ����!=� H∗(3)+ �� ����H!��+ P� N/2 "��6�=�E���& �����&�����A
-���� &� ��&� ���) "���%A=�8  &�B #7#� ��B ��H�" 7 ���#���� &B� �!B ��#%� �&��#��,+
N/4 0 '&�A'"�& H��!�)�B #7#� ��B ��H�" ��P�  � N/N "��6�=�E���&+ A"� &� ��&� ���) &#��
N "��� !����� ���#���7 &B� �!B ��#%� �&��#��, N� �'��H�E+ P� ��%�#�� �����&�����
�A 7 &!�� "7 �����&�����A -���� B���"����� A" %�"�%)�� ��" , $%���%)�� &%�#�!&�#��
H7�%!&�#�� @�! 	@D �� @�L "�(�!, "��6�=�E�� �����&�����A E 67�"=�E� &#�B "��
�� !��� &B� �!B ��#%� �&��#��, �&%�#�!&�#�) $%���%)��8 H7�%!&�#���+ � & �����&������
-���� =� #��#7E�)#A ���M!B  &�B "��6�=�E���&

<�"7������ #��&&� ��M���A+ A"�  �'&�%AE � ��(��! {e\](n,m, t)}+ ��E &!$%A 
e\](0, 0, t) = 1; t ∈ [0, 1);

e\](r,m, t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2r/2,
m − 1

2r
≤ t <

m − 1/2
2r

;

−2r/2,
m − 1

2r
≤ t <

m

2r
;

0,  %A ��M�! t ∈ [0, 1),

���
F�



�
 	� 
�������� �� � �� �� ��������

har(0,0,t) har(0,1,t)

1 1

0 0

-1 -1

har(1,1,t) har(1,2,t)

1

1

0 0

-1 -1

har(2,1,t) har(2,2,t)

1

1

0 0

-1 -1

har(2,3,t) har(2,4,t)

1

1

0 0

-1 -1

"��� (�.� 0�&�����	
 ��	��
% P����

 � 0 ≤ t < log2 N �� 1 ≤ m ≤ 2r

���'����� (
#� �� �
� �� �	� ���� )�� �

	%A &!"�����A �����&�����A -���� �@-� �������� 2(N − 1) �����=�,  � �&���
�A*&� ������A �� N �����=�, ���(���A

/���!=A -���� ���
�� ����#����&"�� 88 #��&�=�& ��!&� !�)#A  � &!$%A 7

H∗
8(3) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1√
2 0 −√

2 0 −√
2 0 −√

2 0
0

√
2 0 −√

2 0
√

2 0 −√
2

2 0 0 0 −2 0 0 0
0 2 0 0 0 −2 0 0
0 0 2 0 0 0 −2 0
0 0 0 2 0 0 0 −2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���;��

/���!=A+ P� � ��(���+ � ���!H�� ����!=� �� !6�"�&���$� �����&�����A ��%M� �
L �����

���;��� �����
< =��>�

�!#���� 67�"=�, ��%M� {g\h(i, t)}  ���&��E #!#���7 67�"=�, <� ���B���  � ��&�
��8 ���������&���8 #!#���! 67�"=�, /��(!�� 67�"=�, ��%M� '�'&!H�, �� �%AE�)#A
�� ��! $�7�!+ A"� &� ��'�A��)#A ���A "�� ��'��M7&���A �"���!B 67�"=�, & #!#���� ���
$�%)�� ��!,�A��!�! E ��"� 7���A "7&���A1 �� 7���A "7&���A '� H�#��#�� �'� ��%M���T
��  �� !H�� 7���A "7&���A �'� @�%��T G� ��!�� �� 7���A "7&���A �'� L ������� /!
��'$%A���� 7���A "7&���A '� L ������ A" ��,��%)M &(!&��� & ��!"%� ���AB �� ��!�
�� �� �'� &!'��H���A��



	���� 0��� ���������%��� ������� ��

�%�#�!&�#�A�! #!#���! 67�"=�, ��%M�+ A"� &!"��!#��&7��)#A ��! ��'&�A'����
���"�!H�!B '� �H+ E ��"�1

� D7�"=�8 ��%M� ���7&���) ��%)"!  &�B '��H��) +1 � −1  %A �7 )�A"�$� i+ 67�"=�A
g\h(i, t) �� &� ��'"7 t ∈ [−1/2; 1/2]  ���&��E � !�!=�

� 	��7��"  &�B 67�"=�, ��%M� E ��"�( 67�"=�E� ��%M�+ =A &%�#�!&�#�) ��'!&�E�
�)#A ��������	������	��" � &!'��H�E�)#A #��&&� ��M���A�

g\h(i, t) × g\h(p, t) = g\h(i + p, t),

 � =�%� H!#%� i, p = 0, 1, 2, . . .  � ���)#A 7  &�,"�&�, #!#���� H!#%���A ��' �������
#���A � !�!=� 7 #���M!, ��'�A 

G ���� �E '��H���A 67�"=�8 ��%M� ��! i �= 0  ���&��E �7%�+ �  %A 67�"=�8 g\h(0, t)
0 � !�!=�

/��(!�� 67�"=�, ��%M�+ A"� 7���A "�&��� '� L ������+ ��'��H�E�)#A A"1

Sh{g\hh(i, t), i = 0, N − 1}, ���;��

 � h 0 ��'��H���A 7���A "7&���A '� L ������
@��M� &�#�� �������&�!B 67�"=�, ��%M� &!$%A ���) ��"+ A" =� ��"�'��� �� �!#

��

walh(0,t) walh(4,t)

1 1

0 0

-1 -1

walh(1,t) walh(5,t)

1

0

-1

walh(2,t) walh(6,t)

walh(3,t) walh(7,t)

0 1/4 1/2 3/4 1 0 1/4 1/2 3/4 1

"��� (�B� 0�&�����	
 ��	��
% H��4�� �&��������	
 �� 9��!���!

��
	������ ��!���	7	!#"���!'�=�A 67�"=�, ��%M� ��!&� !�)  � ����!=� L ��



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

���� ��'�����#�� (8 × 8)

H∗
h(3) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���;��

� '�$�%)���7 &!�� "7  �#��E�� ����!=� Hh(n) ��'�����#�� (N×N)+  � n = log2 N 
	%A =)�$� "%�#7 ����!=) L ����� #���&� %!&� ��'�!&���A �� �� ����!=� &!$%A 7

Hh(n) =
[
Hh(n − 1) Hh(n − 1)
Hh(n − 1) −Hh(n − 1)

]
���;G�

C�"� ����!=� &� ��&� ���) ��!�� ���7 7���A "7&����
��������� &%�#�!&�#�� ����!=) -���� �� L ����� E ��+ P� �A "! =!B ����!=)

#%7$7��) ��'!#�!�! &�"�����! ��! &!'��H���� �����&����) -���� �� ��%M� � L �����

���'�*��� � ����	
���� ��#��
�	 � 	�#
��� ������� +�
,�

<�'$%A����  �A"� �!����A+ P� ��&�A'��� ' ��� #��&%���A� �������&��$� #!$��%7
x(t) 7 &!$%A � 67�"=�, ��%M� @��� ��H�E�)#A+ P� #!$��% x(t) &!'��H��!, �� ����&&� �
"�!���7 �����&�%� t ∈ [0; 1)

/��(!�� 67�"=�, ��%M� '��"����+ ����� �7 )�A"!, #!$��% x(t)+ A"!, E ��#�%����
����$��&�!� ��! t ∈ [0; 1)+ ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A � �A 7 '� 67�"=�A�! ��%M�

x(t) =
n∑

k=0

dkg\hw(k, t). ���;��

J#"�%)"! ���(!�� 67�"=�, {g\hw(k, t)} 7�&���E ���������&��7 #!#���7 & '��"�����7
�����&�%� t ∈ [0; 1]+ �� "��6�=�E��! ��'"%� ���A dk &!'��H���)#A A"

dk =

1∫
0

x(t)g\hw(k, t)dt, k = 0, 1, . . . ���;
�

@�! =)��7+

g\hw(k, t) = >\h(sk, t), k − �����,

g\hw(k, t) = W\h(sk, t), k − �������,

 � sk 0 H�#��#�) 67�"=�8 g\hw(k, t)+ P� &!'��H�E�)#A A"

sk =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0; k = 0;
k/2, k − �����,

(k + 1)/2, k − �������.

���;;�

Y"P� 67�"=�8 ��%M�+ P� 7���A "�&��� '� ��%M��+ &!��'!�! H���' ����� �� �������
#"%� �&�+ �� &!��' ���;
� ��!,�� &!$%A 

x(t) = a0g\hw(0, t) +
n∑

k=1

[ak>\h(k, t) + bkW\h(k, t)], ���;��



	���� 0��� ���������%��� ������� ��

 � a0 = d0; ak = d2k; bk = d2k−1
_�� � ��(��! #"��H���!, �A + A"!, ��#�!�) N = 2n #"%� �&!B+  � =�, �A ���!�

&�E�)#A+ ��E��1

x(t) ≈ a0g\hw(0, t) +
N/2−1∑
k=1

[ak>\h(k, t) + bkW\h(k, t)] + bN/2W\h(N/2, t). ���;��

O�H!��+ P� ��� #��&%���A #!$��%7 7 &!$%A � �A 7 ��%M� E ���%�$�H�!� ��� #��&�
%���� 8B 7 &!$%A � �A 7 D7��E

���'�*��� �� �	� ���� +�
,�-(���� �

@����&�����A ��%M�0L ����� A&%AE�)#A ��,��%)M ��'��&#� (��!� #��� ��#!�
�7#�8 �%)�!B ����$���%)�!B �����&����) #!$��%�& @����&�����A ��%M� � L �����
�@�L� M!��"� '�#��#�&7E�)#A ��! =!6��&�, �����=� #!$��%�&+ �#"�%)"! ��(� �7�! ���
H!#%��� ��%)"! �' &!"��!#��&7&���A� �����=�,  � �&���A �� &� ������A

@����&�����A ��%M�0L ����� �@�L� ��(�� '��!#��! & ����!H�!B ��� �"&�&�%���
��!B ��"�'�!"�&!B &!��'�B ���� ��� � ��'!&�E�)#A ��"�(  &�,"�&!� �� ���A� D7��E
<�'$%A���� ����!H�� &!'��H���A ?�B�, {X(m)} 0 ��#%� �&��#�) ' ����� �� N + m =
0, N − 1+ P� #"%� �E�)#A �' #"��H���!B  �,#�!B H!#�%+ A"7 ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �
N �&!�����$� &�"���� X(n)1

{X(n)} = {X(0) X(1) . . . X(N − 1)}, ���;F�

 � n = log2 N + XT (n) 0 �'��H�E ����#����&��!, &�"��� X(n)
@����&�����A ��%M�0L �����+ A"� 7���A "�&��� '� L ������ � ��'��H�E�)#A (WHT )h+

��#%� �&��#�� {X(n)} &!'��H�E�)#A A"

Cx(k) =
1
N

Hh(n)X(n), ������

 � Cx(k) 0 ��'��H�E k�, "��6�=�E�� (WHT )h .' ���;�� �� ������ &!��"�E+ P� ��������
�����&�����A ��%M�0L �����+ A"� 7���A "�&��� '� L ������+ &!'��H�E�)#A ��"!�
H!���1

X(n) = Hh(n)Cx(n). ������

J#"�%)"! 6���7%! ������+������ 7�&�����) ���7 �����&����)+ �� ��� #��&%���A {X(m)}
'�  �����$�� (WNT )h E � ��'��H�!�

��������

0��� {X(n)} = {1 2 − 1 3}� n = 2� N = 4�

Cx(2) =
1
4
Hh(2)X(2) 5(�(B(6

/�!
����4� � ��	�!� ������
 Hh(2)� ������!�⎡
⎢⎢⎣
Cx(0)
Cx(1)
Cx(2)
Cx(3)

⎤
⎥⎥⎦ =

1
4

⎡
⎢⎢⎣

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎣

1
2
−1
3

⎤
⎥⎥⎦ =

[
5
4

−5
4

1
4

3
4

]
5(�(B*6

M�� &�����	����� � ��	��	��	���
 &��������		�� ��
 �&���1���� 5(�(B(6� &
������!� Cx(k)�
k = 0, 1, 2, 3 � 5(�(BK6� ; ���������
 ������!�⎡

⎢⎢⎣
X(0)
X(1)
X(2)
X(3)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎣

5/4
−5/4
1/4
3/4

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

1
2
−1
3

⎤
⎥⎥⎦ 5(�(B,6



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

���'�*�*� .	���� �� �	� ���� +�
,�-(���� �

L��%�$�H�� K@D+ A"� &!"��!#��&7E�)#A  %A �6�"�!&��$� ��H!#%���A 	@D+ M&! �
"� �����&�����A ��%M��L ����� �K@�L� ' 7���A "7&���A� '� L ������ E �%$��!�
����  %A �6�"�!&��$� ��H!#%���A @�L K&! "� �����&�����A ��%M��L ����� ' 7���
�A "7&���A� '� L ������ ��(�� � ��(��! ��� '�  �����$�� 6�"���!'�=�8 ����!=)+
��� '�  �����$�� ��'�!��A ����!=) <�'$%A���� &!&� ���A �%$��!��7 '�  �����$��
��'�!��A ����!=)  %A &!�� "7 N = 8 @�! N = 8 6���7%� ������ '��!#7E�)#A A"

Bx(3) =
1
8
Hh(3)X(3). ����
�

���!#�7�H!#) &!��'�� ������+ Hh(3) ��(�� &!��'!�! H���' Hx(2)+ P� ��!&� !�)
 � 6���7% ⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Cx(0)
Cx(1)
Cx(2)
Cx(3)
. . .

Cx(4)
Cx(5)
Cx(6)
Cx(7)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
1
8

[
Hh(2) Hh(2)
Hh(2) −Hh(2)

]
·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(0)
X(1)
X(2)
X(3)
. . .

X(4)
X(5)
X(6)
X(7)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����;�

.' ��'�!��A ����!=�+ A"� ��&� ��� & ����;�+ &!��"�E+ P�

⎡
⎢⎢⎣
Cx(0)
Cx(1)
Cx(2)
Cx(3)

⎤
⎥⎥⎦ =

1
8
Hh(2) ·

⎡
⎢⎢⎣

X1(0)
X1(1)
X1(2)
X1(3)

⎤
⎥⎥⎦ �����\�

⎡
⎢⎢⎣
Cx(4)
Cx(5)
Cx(6)
Cx(7)

⎤
⎥⎥⎦ =

1
8
Hh(2) ·

⎡
⎢⎢⎣

X1(4)
X1(5)
X1(6)
X1(7)

⎤
⎥⎥⎦ , �����i�

 �

X1(l) = X(l) + X(4 + l), l = 0, 1, 2, 3;
X1(l) = X(l − 4) − X(l), l = 4, 5, 6, 7.

@�#%� �&��#�)  � �&��) �� &� �����) & ������ ��"�'��� �� ��!"%� � $��6� O@�L+
��&� ���$� �� �!# ��

Y"P� '�#��#7&��! P� ��' ����;�  � 6���7% ������+ � ��(!��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Cx(0)
Cx(1)
. . .

Cx(2)
Cx(3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

1
8

[
Hh(1) Hh(1)
Hh(1) −Hh(1)

]
·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

X(0)
X(1)
. . .

X(2)
X(3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ; �����\�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Cx(4)
Cx(5)
. . .

Cx(6)
Cx(7)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

1
8

[
Hh(1) Hh(1)
Hh(1) −Hh(1)

]
·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

X(4)
X(5)
. . .

X(6)
X(7)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ �����i�



	���� 0��� ���������%��� ������� ��

Èòåðàöèÿ ¹1 Èòåðàöèÿ ¹2 Èòåðàöèÿ ¹3

x(0) x1(0) x2(0) x3(0) Cx(0)

1 1 1

x(1) x1(1) x2(1) x3(1) Cx(1)

-1

1

x(2) x1(2) x2(2) x3(2) Cx(2)

x(3) x1(3) x2(3) x3(3) Cx(3)

-1 -1

x(4) x1(4) x2(4) x3(4) Cx(4)

1

x(5) x1(5) x2(5) x3(5) Cx(5)

x(6) x1(6) x2(6) x3(6) Cx(6)

x(7) x1(7) x2(7) x3(7) Cx(7)

-1 -1 -1

"��� (�:� <��� F3H9 � �&��������		�! �� 9��!���! &�� N = 8

.' ������ � ��(7E�� ��"� &!��'!1

[
Cx(0)
Cx(1)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X1(0) + X1(2)
X1(1) + X1(3)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X2(0)
X2(1)

]
; ����F\�[

Cx(2)
Cx(3)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X1(0) − X1(2)
X1(1) − X1(3)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X2(2)
X2(3)

]
; ����Fi�[

Cx(4)
Cx(5)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X1(4) + X1(5)
X1(5) + X1(7)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X2(4)
X2(5)

]
; ����F>�[

Cx(2)
Cx(3)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X1(4) − X1(6)
X1(5) − X1(7)

]
=

1
8
Hh(1)

[
X2(6)
X2(7)

]
. ����Fd�

J#"�%)"!

Hh(1) =
[
1 1
1 −1

]
,

�� =� 6���7%! ��!'&� A�)  �

8Cx(0) = X2(0) + X2(1) = X3(0);
8Cx(1) = X2(0) − X2(1) = X3(1);
8Cx(2) = X2(2) + X2(3) = X3(2);
8Cx(3) = X2(2) − X2(3) = X3(3);
8Cx(4) = X2(4) + X2(5) = X3(4);
8Cx(5) = X2(4) − X2(5) = X3(5);
8Cx(6) = X2(6) + X2(7) = X3(6);
8Cx(7) = X2(6) − X2(7) = X3(7).

������



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

@�#%� �&��#�)  � �&��) �� &� �����) & ������ ��'��H�E�)#A A" �����=�A �= 3 .' $���
67 K@�L ' 7���A "7&���A� '� L ������ &!��"�E+ P�  %A ,�$� ���%�'�=�8 '� &!�A�"��
����7&���A '�  �����$�� ���(�!"� 1/8+ �������� ��%)"! �����=�8  � �&���A �� &� ���
����A I!#%� �����=�,  � �&���A �� &� ������A+ A"� ����B� ��  %A ��H!#%���A &�#)�!
"��6�=�E���& (WHT )h+  ���&��E 8 × log2 8 = 24

� '�$�%)���7 &!�� "7 N = 2n '�$�%)�� "�%)"�#�) �����=�,  ���&��E n = log2 N 
.� �"# �����=�8 ��!,��E '��H���A r = 1, n � r�, �����=�8 ��!,����) 7H�#�) 2r−1 $�7�
�� N/2r−1 �%������& 7 "�(��, $�7�� ��$�%)�� "�%)"�#�) ��!6���!H�!B �����=�,+ P� ���
��B� ��  %A ��H!#%���A &#�B "��6�=�E���& �����&�����A+  ���&��E ���%!(��� N log2 N
����&�A�� �' N2 �����=�A�!+ P� &� ��&� ���) ������ L%$��!�� K@�L ��(�� '�#��#��
&7&��!  %A ��H!#%���A ��������$� �����&�����A ��%M�0L ����� '� 6���7%�� ������

��������

��� &���
���	���
 {X(m)} = {1 2 1 1 3 2 1 2}� �������8���� F3H9 � �&��������		�! ��
9��!���!� ��������� ����
�
1	�� 3H9 Cx(k)� k = 0, 7�

X(0) = 1; X1(0) = X(0) + X(4) = 4; X2(0) = X1(0) + X1(2) = 6;
X3(0) = X2(0) + X2(1) = 13 → Cx(0);

X(1) = 2; X1(1) = X(1) + X(5) = 4; X2(1) = X1(1) + X1(3) = 7;
X3(1) = X2(0) − X2(1) = −1 → Cx(1);

X(2) = 1; X1(2) = X(2) + X(6) = 2; X2(2) = X1(0) − X1(2) = 2;
X3(2) = X2(2) + X2(3) = 3 → Cx(2);

X(3) = 1; X1(3) = X(3) + X(7) = 3; X2(3) = X1(1) − X1(3) = 1;
X3(3) = X2(2) − X2(3) = 1 → Cx(3);

X(4) = 3; X1(4) = X(0) − X(4) = −2; X2(4) = X1(4) + X1(6) = −2;
X3(4) = X2(4) + X2(5) = −3 → Cx(4);

X(5) = 2; X1(5) = X(1) − X(5) = 0; X2(5) = X1(5) + X1(7) = −1;
X3(5) = X2(4) − X2(5) = −1 → Cx(5);

X(6) = 1; X1(6) = X(2) − X(6) = 0; X2(6) = X1(4) − X1(6) = −2;
X3(6) = X2(6) + X2(7) = −1 → Cx(6);

X(7) = 2; X1(7) = X(3) − X(7) = −1; X2(7) = X1(5) − X1(7) = 1;
X3(7) = X2(6) − X2(7) = −3 → Cx(7).

$����
{Cx(k)} =

[
18/8 −1/8 3/8 −3/8 −1/8 −1/8 −3/8

]
.

���;�&� ?����� 2=6 ( �����������# (� 6��#���#

R���$��!H�!, #��"�� @�L ' 7���A "7&���A� '� L ������ ��E &%�#�!&�#�) ��&����
�����#�� &� ��#�� =!"%�H�!B '#7&�& &!B� ��8 ��#%� �&��#��

��$�%��+ ����$��!H�!, #��"�� &!'��H�E�)#A ��"1

Ph(0) = C2
x(0); Ph(r) =

2r−1∑
k=2r−1

C2
x(k); r = 1, n; n = log2 N. ������

�$� �� ������ ��E��

Ph(0) =
1

N2
X2

n(0); Ph(k) =
2r−1

N2

2k−1∑
m=2k−1

X2
n+1−k(m); k = 1, n. ������

C���� ����$��!H�!, #��"�� @�L ' 7���A "7&���A� '� L ������ ��H!#%�E�)#A
H���' �%�����! &!B� ��8 ��#%� �&��#��



	���� 0��� ���������%��� ������� ��

D�'�&!, #��"�� @�L ' 7���A "7&���A� '� L ������ &!'��H�E�)#A ��"1

Ψh(0) =
Cx(0)

|√Ph(0)| ; Ψh(k) =

2k−1∑
m=−2k−1

Cx(m)

2(k − 1)/2|√Ph(k)| ; k = 1, n. ����G�

	%A N = 81

Ψh(0) =
Cx(0)

|√Ph(0)| ; Ψh(1) =
Cx(1)

|√Ph(1)| ;

Ψh(2) =

3∑
k=2

Cx(k)

|√Ph(2)| ; Ψh(3) =

7∑
k=4

Cx(k)

|√Ph(3)| .

?� &� ���7 &� 6�'�&�$� #��"��� 	@D+ "�(�� #"%� �&� #��"��7 A"�$� &!'��H�E�)#A
�� &� ��M����  � � ��E8 H�#���!+ 6�'�&!, #��"�� @�L+ 7���A "�&���$� '� L ������+
&!'��H�E�)#A �� &� ��M����  � $�7�! H�#��#��, � =�E8 ��!H!�! ��#%� �&��#�) {X(m)}
�� ��(� �7�! &� ��&%��� '� '� ��!�! ����$��!H�!� �� 6�'�&!� #��"����! @�L ' 7���
�A "7&���A� '� L ������

����� #�������� ��������� �����
������

	!#"����� "�#!�7#�� �����&�����A �	�@� &!B� ��$� ��#!&7  ��!B X(m)+ m =
0, N − 1+ &!'��H�E�)#A A"

Lx(0) =
1√
N

N−1∑
m=0

X(m); ������

Lx(k) =

√
2
N

N−1∑
m=0

X(m) cos
(2m + 1)kπ

2N
; k = 1, N − 1. ����
�

/��(!�� ��'!#�!B &�"����&{
1√
N

,

√
2
N

cos
(2m + 1)kπ

2N

}

6�"�!H�� 7�&���E "%�#  !#"����!B ���$�H%���& I��!M�&�1

T0(p) = 1/
√

N ; Tk(Zm) =
√

2/N cos[k arccos(Zm)]; k,m = 1, N − 1. ����;�

���! �"&�&�%����� ���(!�� &�"����&  !#"�����$� "�#!�7#��$� �����&�����A J����
����  !#"����� "�#!�7#�� �����&�����A &!'��H�E�)#A A"

X(m) =
1√
N

Lx(0) +

√
2
N

N−1∑
k=1

Lx(k) cos
(2m + 1)kπ

2N
, m = 0, N − 1. ������

Y"P� �� ��! cos x & "���%�"#��, 6����+ �� 	�@ ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

Lx(0) =
1√
N

N−1∑
m=0

X(m); ������

Lx(k) =

√
2
N
j`

{
e−ikπ/(2N)

2N−1∑
m=0

X(m)W km

}
, k = 1, N − 1, ����F�

 � W = e−i2π/(2N); i =
√−1+ X(m) = 0; m = N, 2N − 1 � =)�$� &!��'7 &!��"�E+ P� N

"��6�=�E���& 	�@ ��(�� ��H!#%!�! '�  �����$�� 2N ���H"�&�$� �%$��!��7 K@D
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����� 0�������� �����

��(%!&�� ��%�#�� '�#��#7&���A ����$���%)�!B �����&����) E #�!#"���A  ��!B
��!#"���A  ��!B Q�7��7E�)#A �� �����8 #!$��%�&+ A"� ��'$%A �E ���� ! �6�"�!&��$�
�� ���A #!$��%�&  ���$� "%�#7 Y"P�  !#"����!, #!$��% ��#�!�) N &� %�"�&+ �� ,�$�
��(�� ��'$%A ��! A" ��H"7 N �&!�����$� ���#���7 C� � "�(�!, &� %�" E "��� !�����
N �&!�����$� &�"���7  ��!B X+ P� A&%AE #���� #!$��% 7 =)��7 ���#���� 	%A ��%)M
�6�"�!&��$� �� ���A ��(�� ' �,#�!�! ����$���%)�� �����&�����A X+ P� ��!&� !�)
 � ��&�A��A Y = TX+  � Y 0 &�"��� "��6�=�E���& �����&�����A+ T 0 ����!=A �����&��
����A /���� #�!#"���A  ��!B E &!��� �� ���(!�! M "��� !��� &�"���� Y+  � M
E #7��E&� ���M!� '� N  <�M�7 (N − M) "��� !��� ��(�� &� "!�7�!+ �� #��!H!�A�
�H! #7��E&�8 ��B!�"! ��! &� ��&%���� #!$��%7 �� M "��� !����� &�"���� Y J�(�+
����&��&��! ����$���%)�� �����&�����A #%� &� ��&� ��  �  �A"�$� "�!����A ��B!�"!
J �!� �' ��,��%)M ��M!���!B "�!����8& E "�!����, #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"!

@�!�� �!� ��#%� "�� E #�!#"���A  ��!B+ A"� ��%A$�E 7 ���7+ P� �� ���A #!$��%�
��(�� &!"��!#���!  %A '���M���A "�%)"�#�� �� %!M"�&�8 ��6����=�8

������� 2�>�� ����#������� �����������

���, ��� ����$���%)�� �����&�����A+ A"�+ ' � ��$� ��"7+ '���'��H7&��!�� �� ���A
#!$��%�+ � ' ��M�$� 0 �7 � ���!��%)�!� 7 #��#� #��� �)�"&� ���!H��$� "�!����A ?�B�,
T 0 ����$���%)�� �����&�����A+ '� ��� 7 &!$%A �

T T = [ϕ1 ϕ2 . . . ϕN ], ���F��

 � ϕϕϕ 0 N �&�"���! 	%A '�7H��#�� ��'!#�� &�"���! {ϕm} &&�(��!����  �,#�!�! � �����
�����&��!�!+ �����

ϕT
i ϕj =

{
1, i = j,

0, i �= j.
���F��

	%A "�(��$� &�"���� X+ P� ��%�(!�)  �  ���$� "%�#7 &�"����& &B� �!B  ��!B+ ��E��

Y = TX, ���F��

 � XT = [x1 x2 . . . xN ] � YT = [y1 y2 . . . yN ] J#"�%)"! &�"���! ϕm ���������&���+
TTT = E , ��(�+

X = TTY = [ϕϕϕ1, ϕϕϕ2, . . . ,ϕϕϕN ]Y,

���

X = y1ϕϕϕ1 + y2ϕϕϕ2 + · · · + yNϕϕϕN =
N∑

i=1

yiϕϕϕi. ���FG�

O�(��� '����$�! �� ���(!�7 {y1 y2 . . . yM} � ��! =)��7 '��,�! �=��"7 &�"���� X N�
��(�� ' �,#�!�! M%AB�� '����! ��M�! N − M "��� !��� Y '�' �%�$� ) �����!�!
#��%!�! bi+ P�  �E

X̃(M) =
M∑
i=1

yiϕi +
N∑

i=M+1

biϕi, ���F��

 � X̃ 0 �=��"� X @�B!�"7+ P� &!�!"�E &��#%� �" &� "! ���A N −M "��� !���+ ��(��
�� ��! 7 &!$%A � ΔX = X− X̃(M)+  � ΔX 0 &�"��� ��B!�"!+ �����

ΔX = X−
M∑
i=1

yiϕi −
N∑

i=M+1

biϕi. ���F
�

���B�&7�H! ���FG�+  �#��E��

ΔX =
N∑

i=1

(yi − bi)ϕi. ���F;�



	��	� 1�������� ����� ��

J�(�+ #��� �)�"&� ���!H�� ��B!�"� ε(M) &!'��H�E�)#A 7 &!$%A �

ε(M) = E{‖ΔX‖2} = E{(ΔX)T (ΔX)}. ���F��

 � E{·} 0 #!�&�% �������!H��$� #�� �&���A ����P���A ���F;� 7 ���F�� ��!&� !�)  �

ε(M) = E
⎧⎨
⎩

N∑
i=M+1

N∑
j=M+1

(yi − bi)(yj − bj)ϕT
i ϕj

⎫⎬
⎭ ,

��� 7 #���P����7 &!$%A �

ε(M) =
N∑

i=M+1

E{(yi − bi)2}. ���F��

?���B� �� &!����! ��"7 "������=�� &�%!H!� ϕi � bi+ P�� ������'7&��! ε(M)
@��=� 7�� &!���7 ���!��%)�!B &�%!H!� ϕi � bi #"%� �E�)#A &� ��&� �� �'  &�B ����

��&
������ ���	
 J��!��%)�� '��H���A bi &!'��H�E�� �' &!��'7

∂

∂bi
E{(yi − bi)2} = −2[E{yi} − bi] = 0, ���FF�

P� ��!&� !�)  �
bi = E{yi}. ��G���

@���� �' &!��'�& ���F�� � ���FG�  �#��E��

yi = ϕT
i X. ��G���

J�(�+ bi = ϕT
i E{X} = ϕT

i X̄+  � X̄ = E{X} J#"�%)"! ��'�!=A (yi − bi) E #"�%A����
&�%!H!���+ �� ε(M) ��(�� '��!#��! A"

ε(M) =
N∑

i=M+1

E{yi − bi)(yi − bi)T }. ��G���

@� #����&"� yi = ϕT
i X �� bi = ϕT

i X̄ 7 &!��' ��G��� ��!&� !�)  �

ε(M) =
N∑

i=M+1

ϕT
i E{(X − X̄)(X − X̄)T }ϕi.

J#"�%)"! Cx = E{(X − X̄)(X− X̄)T } E "�&����=�,��� ����!=�� X+ ��

ε(M) =
N∑

i=M+1

ϕT
i Cxϕi. ��G�G�

����� ���	
 	%A &� M7"���A ���!��%)��$� ϕϕϕi #%� �� ��%)"! ������'7&��! ε(M)+
�%� , '� �&�%)�!�! ����(���A ϕϕϕT

i ϕϕϕi = 1 �"��!#��E��#A ���� �� ���(�!"�& 9�$���(�
� ������'7E��

ε̂(M) = ε(M) −
N∑

i=M+1

βi[ϕϕϕT
i ϕϕϕi − 1] =

N∑
i=M+1

{ϕϕϕT
i Cxϕϕϕi − βi[ϕϕϕT

i ϕϕϕi − 1]} ��G���

�� &� ��M����  � ϕϕϕi+  � βi 0 ���(�!"! 9�$���(�



�
 	� 
�������� �� � �� �� ��������

J#"�%)"!
∇ϕϕϕi

[
ϕϕϕT

i Cxϕϕϕi

]
= 2Cxϕϕϕi � ∇ϕϕϕi

[
ϕϕϕT

i ϕϕϕi

]
= 2ϕϕϕi,

��
∇ϕϕϕi[ε̂(M)] = 2Cxϕϕϕi − 2βiϕϕϕi = 0,

P�  �E
Cxϕϕϕi = βiϕϕϕi. ��G�
�

�� &!'��H���A� =�, &!��' �'��H�E+ P� ϕϕϕi 0 &%�#�!, &�"��� "�&����=�,��8 ����!=�
Cx+ � βi 0 &� ��&� �� &%�#�� '��H���A @�'��H!&M! βi H���' λi � �� #��&%A�H! ��G�
� 7
��G�G�+  �#��E�� ������%)�� '��H���A #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"! 7 &!$%A �

εmin(M) =
N∑

i=M+1

λi. ��G�;�

C�"!� H!���+ ��'"%� ���A ���FG� E ��'"%� ���A� '� &%�#�!�! &�"�����! "�&����
�=�,��8 ����!=� N� ��'"%� ���A ��'!&�E�)#A ������������ !�������(-���� ��"���!
ϕϕϕ)i+ P� 7�&�����) ����!=� T 7 ���F��+ E &%�#�!�! &�"�����! ����!=� Cx @����&��
����A Y = TX ��'!&�E�)#A !������������ ;�� ����/4���� <�;4=

.' ��&� ���$� ��(�� '���!�!  &� &�(%!&!B &!#��&"!1
� @����&�����A ���7����09��&� E ���!��%)�� �����&�����A  %A �� ���A #!$��%�&

�� &� ��M����  � "�!����A #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"!
� J#"�%)"! Y = TX+ �� "�&����=�,�� ����!=A & ��%�#�� '����(��) Cy &!'��H�E�)#A

A"
Cy = TCxT

−1 = TCxTT .

J#"�%)"! T #"%� �E�)#A �' &%�#�!B &�"����& Cx+ ��

Cy = d�\^ (λ1, λ2, . . . , λN ), ��G���

 � λi+ i = 1, N 0 &%�#�� '��H���A Cx J#"�%)"! Cy E  ��$���%)��� ����!=��+ �� ���!��
&!#��&�"+ P� �����&�����A  ��!B yi 7 &!��'� ��G��� ��"���%)�&���

������� *������
���� ������
�

.' ��G�;� &!�%!&�E+ P� �6�"�!&��#�) "��6�=�E��� �����&�����A yi  %A �� ���A &��
"����  ��!B X &!'��H�E�)#A &� ��&� �!�  � �)�$� &%�#�!� '��H���A� Y"P� "��6�=�E��
yk �� &��B�&7E�)#A+ #��� �)�"&� ���!H�� ��B!�"� '��%)M7E�)#A �� &� ��&� �� &%�#��
'��H���A λk+ k �= i J�(�+ �������� �����! ���(!�7 {yi}+ A"� &� ��&� �E M ��,��%)�
M!� &%�#�!� '��H���A�+ � ��M�7 yi &� "!�7�!+ �#"�%)"! 8B ��(�� '����!�! #��%!�!
bi+ i = M + 1, N 

J#"�%)"! &%�#�� '��H���A E �%�������! "�&����=�,��8 ����!=� Cy+ A"� ��#�A�)#A
�� $�%�&��,  ��$���%�+ �� &��! &� ��&� ���)  !#���#�A� "��6�=�E���& �����&�����A yi+
i = 1, N  	%A ��M�! �����&����) ����!=A Cy ��#�!�) ���7%)�&� ��'� ��$���%)�� �%��
����! C��7 ��!�� �!� "�!����E� ��! &!���� ���(!�! "��6�=�E���& �����&�����A+ P�
7��!�7��)#A+ E '����(���A M "��6�=�E���& �' ��,��%)M!�!  !#���#�A�! ?�&� ��!,
"�!����, ��(�� &!'��H!�! A"  !#���#�,�!, "�!����,

������� /�����
 ����� �������� (�0��+���

@�! =!6��&�, �����=� #!$��%�& '����(��) '�'&!H�, ����) #���&7 �' '��H��� "�%)�
"�#��  ��!B+ A"� 7 '�$�%)���7 &!�� "7 #7��E&� "���%)�&��� '� �A "��! �� #��&�=A�!
��(�!, �%����� '����(���A '�'&!H�, "� 7E�)#A 7 &!$%A � #%�&�+ P� ��#�!�) M�#�) ���
C�"!� H!��� �%����� '����(���A ��(�� �� ��!  �#A�"�&!� H!#%�� &� �  � ;� ���
&� �  � ;G ������ ;���� ��&�A�!� ��"� �&��� ��"!� H!���  ��� '�'&!H�, �����%A��)#A
�%�"��! ��'����� (N × N)



	��	� 1�������� ����� ��

R%����� '����(���A 7 i��7 �A "7 �� j��7 #��&�=� ��(�� �� ��! 7 &!$%A � &!�� "��
&�8 &�%!H!�! f(i, j)+ � ����!=� (N×N) &!�� "�&!B &�%!H!� A" [f(i, j)] C� �  &�&!�����
�����&�����A [f(i, j)] �� �������� �����&�����A ��(�� '��!#��! A"

[F (u, v)] = T[f(i, j)]TT �� [f(i, j)]TT [F (u, v)]T,

 � [F (u, v)] 0 ����!=A "��6�=�E���& �����&�����A+ � T 0 ����!=A �����&�����A ?�B�,
T E ����!=�� �'  �,#�!�! �%�������! � TTT = I

@�'��H!�� H���' σ2(i, j) �� σ̃2(u, v)  !#���#�8 f(i, j) �� F (u, v) &� ��&� �� Y"P�
67�"=�A ��'�� �%7  !#���#�8 σ̃2(u, v) ��&� ���  %A '����(���A ��� "%�#7 '����(��)+
A"� �� %A$���) �����&������+ 88 '��B� A�) M%AB�� �� �%�&���A J !� �' �� B� �& ���
%A$�E 7 ���7+ P� '����(���A ��!#7E�)#A #���!#�!H��+ A" ���"�&#)"!, ���=�# ���M�$�
���A "7+ � �A "! �� #��&�=� �����%A��)#A ��'�%�(�� ?�B�,+ ��"�(+  !#���#�A "�(��$�
#��&�=A � �A "7 &!�� "�&!B &�%!H!�  ���&��E σ2 C� � "�&����=�,�� ����!=�  %A �A "�&
� #��&�=�& ��(�� '��!#��! A"

Ck = σ2Rk, ��G���

 �

Rk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 ρk ρ2
k . . . ρN−1

k

ρk 1 ρk . . . ρN−2
k

ρ2
k ρk 1 . . . ρN−3

k
· · · . . . ·

ρN−1
k ρN−2

k ρN−3
k . . . 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,

� ρ1 � ρ2 0 "��6�=�E��! "���%A=�8  %A �A "�& �� #��&�=�& &!�� "�&!B &�%!H!� &� ��&� ��
��&����=�,�� ����!=� & ��%�#�� �����&����)+ P� &� ��&� ���) Ck+ '��!#7��)#A A"

C̃k = σ2[TRk|bfTT ], k = 1, 2. ��G�F�

@���� ��H!#%�E�)#A 67�"=�A ��'�� �%7  !#���#�8 σ̃2(u, v) A" 67�"=�A &�%!H!� C̃1(s, s)
� C̃2(s, s)+ A"� E  ��$���%)�!�! �%�������! ����!=) C̃1 � C̃2 &� ��&� �� ?� �!# ZZ ���
&� ��� $��6�"! C̃k(s, s)/σ2 ��! N = 16 � ρ1 = ρ2 = 0, 95 7 ���A "7 #�� ���A .' �!#
ZZ &!�%!&�E+ P�  !#"����� "�#!�7#�� �����&�����A �	�@� ��,(� #��&�� �E �' �����&��
����A� ���7�����9��&� �@�9�+ P� ��"�( #���& (7E�)#A  %A  &�&!����!B  !#���#�,
σ̃2(u, v) D7�"=�A ��'�� �%7  !#���#�8 σ̃2(u, v) &!'��H�E�)#A A"

σ̃2(u, v) = C̃1(u, u)C̃2(v, v). ��G���

@�#%A &!'��H���A σ̃2(u, v) ��! N = 16 � ρ1 = ρ2 = 0, 9 ' ��7&�E�� ����!=�+ �%��
����! A"�8 ��H!#%�&�%!#A ' ��H��#��  �  &�B  �#A�"�&!B '��"�& ��#%A "��! J#"�%)"!
=A ����!=A #!����!H��+ �� ��&� ��� ��%)"! 88 &��B�A ��!"7��� H�#�!�� � ��&� ���8
����!=� &!�%!&�E+ P�  &�&!�����  !#���#�8 7 ��'� 	�@ A&%A��) #���� 67�"=�� ��'���
 �%7  !#���#�8+ A"� ��E ��"#!�7� 7 ��H��"7 "��� !���+ 8, &%�#�!&� "�7$�&� #!�����A
�� ��������� #�� ���A '� &�%!H!��� ��'�� �' '��%)M���A� ���#����&!B H�#���

1
σ4

[σ̃2(u, v)] =



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

97, 72 28, 89 11, 91 5, 92 3, 42 2, 27 1, 65 1, 27
1, 03 0, 86 0, 74 0, 66 0, 60 0, 56 0, 53 0, 52

8, 60 3, 55 1, 70 1, 02 0, 67 0, 49 0, 37
0, 30 0, 25 0, 22 0, 19 0, 17 0, 16 0, 16 0, 15

1, 46 0, 70 0, 42 0, 28 0, 20 0, 15
0, 12 0, 10 0, 09 0, 08 0, 07 0, 06 0, 06 0, 06

0, 33 0, 20 0, 13 0, 09 0, 07
0, 06 0, 05 0, 04 0, 03 0, 03 0, 03 0, 03 0, 03

0, 12 0, 08 0, 05 0, 04
0, 03 0, 03 0, 02 0, 02 0, 02 0, 02 0, 01 0, 01

0, 05 0, 03 0, 02
0, 02 0, 02 0, 01 0, 01 0, 01 0, 01 0, 01 0, 01

0, 02 0, 02
0, 01 0, 01 0, 01 0, 01 0, 01 0 0 0

0, 01
0, 01 0, 01 0 0 0 0 0 0

0, 01 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

	!#���#�,�!, "�!����, �� �E ��(%!&�#�) '�&��H!�! &� ��#�7 A"�#�) ��'�!B �����
�&����) ��! #�!#"����  ��!B �� ��&� ��  �  !#���#�,��$� "�!����A '����$�E�)#A ����
(!�� "��6�=�E���& �' ��,��%)M!�!  !#���#�A�!+ � ��M�� "��6�=�E���& �� &��B�&7E�)#A
C�"!, �� B� ��(�� ��A#�!�! '�  �����$�� 67�"=�8 #�7���A &!"�!&%���A+ A"� '&�A�
'��� �' ��'!#�� ����(��!�! �OJ� �����&�����A�! C�"� �����&�����A #"%� �E�)#A �'
�����&�����A T+ �����=�8 Q � �� ���&�A'"�&� %���,�7�+ P� &!'��H��� �� ���(!�� "���
6�=�E���& �����&�����A yi+ i = 1, N + � ��������$� �����&�����A T−1 C�"�, #��7"�7��
&%�#�!&� ����(���A+ A"� ��%A$�E 7 ���7+ P� Q  �E �� "�(�!, "��6�=�E�� yi �"���� ?��
��!"%� + ��! qi(yi) = qiyi OJ �����&�����A '&� !�)#A  � #"�%A���8 &�����&#)"�8 6�%)�
���=�8+ A"� ��'$%A �E�)#A 7 ��#�7����7 ��' �%� Y"P� ( qi(yi) = yi+ i = 1,M + qi(yi) = 0+
i = M + 1, N + �� OJ �����&�����A &� ��&� �E �� �%� #�!#"���A  ��!B+ #��7"�7�� A"�8
��&� ��� �� �!# ZZ

D�"�!H�� 67�"=�A #�7���A &!"�!&%���A &!'��H�E �����7� ��6����=�8 7 ����B+ A"�
����B� ��  %A ��"�$� "� 7&���A "��6�=�E��� �����&�����A+ P�� #��� �E &!"�!&%���A
�7%� ���M� ���  ���&��&�%� '� ���, &�%!H!�� D ��'&!H�, ���$�7�) ��'�� �%!�! &!�
"�!&%���A '� &#��� "��6�=�E����! ��"+ P�� H!#%� ��� �� "��6�=�E�� �7%� ������%)�!�

<�'$%A���� &!�� �"+ "�%! "��6�=�E��! �����&�����A ����) �����%)�!, ��'�� �%+
� &!"�!&%���A &!����E�)#A &� ��&� ��  � "�!����A #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"! C� �
67�"=�A #�7���A &!"�!&%���A &!'��H�E�)#A &!��'��

R(T,D) =
1

2N

N∑
i=1

max
{

0, log
λi

θ

}
, ��G���

 � R 0 ������%)�� "�%)"�#�) ��� �� "��6�=�E�� �����&�����AT λi 0 i�� &%�#�� '��H���A+
A"P� T A&%AE #���� @�9+ ��� i�,  ��$���%)�!, �%����� "�&����=�,��8 ����!=� & ��%�#��
�����&����) C̃x+ A"P� T E �7 )�A"� ��M� �����&�����AT θ 0 ��������+ P� '� �&�%)�AE
��&��#�)

D(θ) =
1
N

N∑
i=1

min(θ, λi). ��G���

�����&� 2������� �������� (�0��+���

<�'$%A���� ��,���#��M!, #��#�� ���%�'�=�8 #�!#"���A  ��!B+ P� ��E ��'&7 ������(
���� ��������� N�, #��#�� ���%�'7E�)#A 7 ��! ����!1



	��	� 1�������� ����� ��

� ���B� A�)  &�&!����� �����&�����A '����(���A M%AB�� �����"! �%�"��! (N ×
N)

� .' N2 "��6�=�E���& �����&�����A '����$���) N2/m "��6�=�E���& �' ��,��%)M!�!
 &�&!����!�!  !#���#�A�! σ̃2(u, v) m = r/q+  � r 0 H!#%� ��� 7 "� � &B� ��$�
'����(���A+ q 0 H!#%� ��� 7 "� � �����&�����$� '����(���A <�M�7 "��6�=�E���&
��!��&����)  � �7%A

G ��(�!, �' N2/m '����(��!B "��6�=�E���& "� 7E�)#A '�  �����$�� k ��� @����
&� ��&%�E�)#A &� ��&� �!, �%�" '�  �����$�� ��������$� �����&�����A

���� �E H!#%� ��� �� �%����� &� ��&%���$� '����(���A+ &�H�&! )+  ���&��E k/m



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

���"� 1&��������� 
	����
���� �	������	�

������� @��������� ��
��� 	��#� �������

�� �H� �=��"! ���������& ��%A$�E 7 ��#�7����7 �!$��% x(t)+ P� ���� �E�)#A+ �� �
%A$�E �����&������ T1+ A"� ��!#7E &�%!& "���%7 ���� �H� @�! =)��7 x(t) �����&����
E�)#A 7 #&�, ����' z(t) 0 #!$��%+ P� ��!,��E�)#A+ A"!,  �%� ���B� !�) H���' 6�%)��
�' ���7%)#��� B���"���!#�!"�� h(t, p) .��7%)#�� B���"���!#�!"� ��E ��!���!#A ��"+
P�� �� &!B� � & ������ t � ��(��! �����7� #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"! �=��"! ���
������7 ωωω(t)+ A"!, ��#�!�)#A & #!$��%� x(t)

� =T0(x)

Ïàðàìåòð ñèãíàëà

- �(t)

+

Êàíàë Ëèíåéíûé

ïåðåäà÷è ôèëüòð

x z=T1(x)

y(t)

Ïåðåäàâàåìûé Ïðèíèìàåìûé

ñèãíàë ñèãíàë

TD

Tf h(t,p)

"��� (�Q� +�������	� ���!� ��
	�� &���!���
� ���	���

@������� #!$��%�+ P� �=���E�)#A+ ��(� �7�! �B���"���!'�&��!, &� ����(���A�
T0 .�� � "��!#�� &&�(��!+ P� T0 0 ��!# � ��%)��$� "���%7 � '� �H� ��%A$�E 7 ���7+ P��
'��,�! %���,�!, 6�%)��+ A"!, �� "%�H��� ��#%� �&�� �' ���%)�!� "���%�� T1+ A"!,
'���'��H7E &� ����(���A+ �%!')"�  � T0

�� ��!�7P���A+ P� #!$��% E  �,#�!�+ '��!M��� 67�"=����% #��� �)�$� "&� ���7
��B!�"!  %A ������7 t 7 &!$%A �

I = M{|y(t) −ωωω(t)|2} = M{y(t)2} − 2M{y(t)ωωω(t)} + M{|ωωω(t)|2}. ��G�G�

�!"��!#��&7�H! '&�A'�" &!B� 7 �' &B� �� 6�%)���

y(t) =
∫ ∞

−∞
h(t, p)z(p)dp, ��G���

��� #��&!�� 67�"=����% 7 &!$%A �

I =

∞∫∫
−∞

kzz(p, τ)h(t, τ)h(t, p)dτdp − 2

∞∫
∞

h(t, p)kzω(p, t)dp + Kωω(t, t). ��G�
�

N�, 67�"=����% #��&�� &!'��H�E�)#A H���' �&��"���%A=�� �� "���%A=�� ���=�#�&
z(t) � ωωω(t) @�!��&�A&M!  � �7%A $�� �E�� 67�"=����%7 ��G�
�+ � ��(!�� ��&�A��A

∞∫
−∞

h(t, τ)kzz(s, τ)dτ = kzω(t, t) ��G�;�



	��&� 2)����%��� �������%�� ���%������ ��

.�M7 ���"��&"7 ���!��%)��8 6�%)���=�8 � ��(!��+ A"P� 67�"=����% ��B!�"! ��'�
$%A ��! & ���#���� &!�� "�&!B &�%!H!� ?�B�, L0 0 %���,�!, �������� 6�%)���+ P�
'� �&�%)�AE ��&�A��A ��G�;� C� � ��G�
� ��(�� �����!#��! & �"&�&�%�����, 6����

M{[L0z(t) −ωωω(t)]z(p)} = 0. ��G���

N� �'��H�E+ P� L ����� &!�!���! ��"+ P�� &!�� "�&� ��B!�"� y(t) − ωωω(t) �7%�
����$���%)���  � &#�B &!�� "�&!B &�%!H!� {z(p), −∞ < p < ∞} �' ���=�#7 z+ A"!,
&� ��&� �E #!$��%7+ P� ��!,��E�)#A

���&� ��G���  %A #��=������!B ���=�#�& ��!,��E 6���7

∞∫
−∞

kzz(τ)h(t − τ)dτ = kzω(t). ��G���

K7"��� ���� ���H�� 67�"=�A ���!��%)��$� 6�%)��7 '��B� !�)#A M%AB�� �����&��
����A D7��E1

H(f) = Kzω(f)Kzz(f). ��G�F�

�!��'  %A ���!��%)��$� '��H���A "&� ���7 ��B!�"! & H�#�����, 6���� ��!,��E
&!$%A 

Imin =

∞∫
−∞

Kωω(f)Kzz(f) − |Kωz(f)|2
Kzz(f)

df. ��G���

<�'$%A���� "���%+ A"!, ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A � %���,��$� 6�%)��7 '� #��%!�!
����������! ��  !#���#�,��� �H�#������� B���"���!#�!"�� G(f)+ � ��"�( &��B7E��
&�%!& � !�!&��$� #��=�������$� M7�7 �' �7%)�&!� #��� ���+  %A H�$� '����&� !��
�"&�&�%����!, $�������� M7�7 �� &B� � ��!,��H� C�"!� H!���+

T0 : ωωω(t) = x(t − T ), T1 : z(t) =

∞∫
−∞

g(t − τ)x(τdτ + u(t). ��G���

x(t) y(t)

u(t)

G(f) H(f)

"��� (�#K� ?
���� ;
	���

	%A #���!#�!H�� ��'�%�(�!B M7�7 �� #!$��%7 � ��(!��

kωz(τ) = M{x(t) + τ − T )z(t)} = kxz(τ − T ). ��G���

@����&�����A D7��E  �E

Kzz(f) = |G(f)|2Kxx(f) + Kuu(f),

Kxz(f) =

∞∫
−∞

Kxx(f)g(τ)ei2πfτ dτ = Kxx(f)G∗(f),
��G�G�

 � G∗(f) 0 ��������+ #��%7H��!, �' ���������� G(f)+ ��� �������!,  � �)�$�



�� 	� 
�������� �� � �� �� ��������

����#�!�� =� '��H���A & ��G�F� @�!B� !��  � ���� ���H��8 67�"=�8 ���!��%)��$�
6�%)��� ������

H(f) = Kxx(f)G∗(f)e−i2πTf |G(f)|2Kxx(f) + Kuu(f)). ��G���

_�� "��P� 7#&� ��!�! 6�'!H�7 #7���#�) � ��(���$� ��'7%)���7+ ��'$%A���� &!��'
 %A 67�"=����%� I & "���%�"#��, ��%�#��

I =

∞∫
−∞

Kxx(f)|1 − G(f)H(f)|2df +

∞∫
−∞

Kuu(f)|H(f)|2df. ��G�
�

@��M!, H%�� 7 =)��7 &!��'� 0 =� ��B!�"�+ A"� ��7��&%��� �� �#����)�� "�����#�=�E�
 !#���#�8 & "���%� ���� �H�+  �7$!, 0 ��B!�"�+ P� ��7��&%��� M7���+ A"!, '�%!M�E�)#A
�� &!B� � 6�%)��� � �!B H�#����!B  �%A�"�B+  � P�%)��#�) #!$��%7 Kxx(f)|G(f)|2+ P�
��!,��E�)#A+ &�%!"� ����&�A�� �' P�%)��#�� M7�7 Kuu(f)+ ���!��%)�!, 6�%)�� #%7$7E
& �#��&���7  %A "�����#�=�8  !#���#�8 "���%7+ & =!B ��%�#�AB H(f) ≈ G−1(f) � ��%��
#�AB+  � P�%)��#�) M7�7 �� E ��%��+ ���!��%)�!, 6�%)�� &��#!�)  � ��"�&� '$�#���A
Y"P� ( P�%)��#�) M7�7 E ��%�� �� &� ��M����  � P�%)��#�� #!$��%7 �� &#�B H�#����B+
B���"���!#�!"� ���!��%)��$� 6�%)��7 E ���������  �  !#���#�,��8 B���"���!#�!"! "��
��%7 G(f)T ��"!, 6�%)�� ��'!&�E�)#A 6�%)����+ P� &!��&��E+ ��� �������������

�� ��A&��#�� M7�7 "�����#���� E "&�'����!��%)�!� 	�,#��+ ��E��  %A �)�$�

I =

∞∫
−∞

Kuu(f)
|G(f)|2 df,

& ��, H�#+ A" '$� �� ��G��� �� ��G�
�

Imin =

∞∫
−∞

Kxx(f)
|G(f)|2 + [Kuu(f)/Kxx(f)]

df. ��G�;�

� A"�#�� ��!"%� � ���!��%)��8 6�%)���=�8 �������&�!B #!$��%�& ��'$%A���� '� �H7
��	����� �����	��	� ������"#��� �� ���)�������� 
	����	�

@�������! #!#���! ��(�� ��"��P!�!+ A"P� '���!�! G(f) M%AB�� [���� #���&��
����A�S 7 ���� ��H!"7 ��!# �

<�'$%A���� '� �H7 ��� ��M7" ��,"��P�8 ���! H(f) �� G(f)+ A"� ������'7E #��� ��,
"&� ��� ��B!�"! ��! �=��=� 6���! #!$��%� Y"P� G(f) E  7(� &�%!"��+ ��'&�A'�" E
�H�&! �!�1 H(f) = G−1(f) �!$��% & ��"!B 7��&�B ���#�� S��!$��H7ES M7� ��'&!H�,
 ��7#�!�� ���7(��#�) #!$��%7 ����(��� C���� '��,�! #��=������� ��H"! 67�"=����%�
I + λPS + '�����H! � ��H�#�� G(f) �� H(f)+  � λ 0 ���(�!" 9�$���(�

PS =

∞∫
−∞

Kxx(f)|G(f)|2df− ��G���

���7(��#�) #!$��%7+ P� ��!,��E�)#A
Y"P� ��! &����=�8 H(f) &&�(��! $�� �E�� I+λPS ��&�!� �7%�+ � ��(!�� ��&�A��A

2Kxx(f)|G(f)|2 − 2Kxx(f)H(f) = 0. ��G���

L��%�$�H��+ A"P� ��H!#%!�! $�� �E�� �� G(f) �� &&�(��! ,�$� ��&�!� �7%�+ �7 ���
���!1

2Kxx(f)|H(f)|2G(f) − 2Kxx(f)H∗(f) + 2λKuu(f)G(f) = 0. ��G�F�



	��&� 2)����%��� �������%�� ���%������ ��

x(t) x(t) z(t) y(t)

Êàíàë u(t) Ïðèåìíûé

ôèëüòð

G1(f) H(f)G2(f)

"��� (�##� ?
���� ;
	��� 
� &�����&�����8��		�!

_�� '��,�! #7��#�!, ��'&�A'�" =!B ��&�A�)+ �����(!�� ��G��� �� H∗(f)+ � ��G�F�
0 �� G∗(f) � &� ������ � �� �' ��M�$� J ��(!��

Kuu(f)|H(f)|2 = λKxx(f)|G(f)|2. ��GG��

@�'��H!�� B 0 ��%�#�) H�#���+ & A"�, &� ��M���A P�%)��#�� #!$��%7  � P�%)��#��
M7�7 ����&!P7E  �A"!, ����$1

B =
{

f ;
Kxx(f)
Kuu(f)

> λ

}
. ��GG��

C� �+ &!��M7�H! ��GG�� #��%)�� #��H��"7 �' ��G���+ � ����� �' ��G�F�+ ��!B� !��
 � &!��'�&

|H(f)|2 =
√

λKxx(f)Kuu(f) − λ,

|G(f)|2 =

√
λKuu(f)
Kxx(f)λ

− Kuu(f)
Kxx(f)

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ f ∈ B. ��GG��

@������� λ &!�!��E�)#A ��"+ P�� '� �&�%)�!�! 7��&7 ����(���A ���7(��#�� ��G���+
'&� "!

√
λ =

∫
B

√
Kxx(f)Kuu(f)df

PS + PN
. ��GGG�

PN =
∫
B

Kuu(f)df 0 ���7(��#�) M7�7+ P� ��#�!�)#A 7 #�7'� ����7#"���A 6�%)���&

������� A�	���� �
��������� 	
������


?� �!# ��&� ��� #��7"�7��7 #B��7 � ��&!�����8 7'�$�%)����8 =!6��&�8 #!#���!
&�����&#)"�8 6�%)���=�8 I���' Z = X+W ��'��H��� &B� �!, N �&�"���+ A"!, A&%AE #��
��� #7�7 &�"����  ��!B �� M7��&�$� &�"���� ������&#)"!, 6�%)�� A ��� #��&%AE�)#A
7 &!$%A � N × N �����!=� J���$���%)�� �����&�����A T �� ��������  %A �)�$� T−1

��"�( '��!#7��)#A 7 &!$%A � N × N �����!=� ��"��� X̂ A&%AE #���� �=��"7 &�"����
X J#��&�� '� �H� ��%A$�E 7 ���7+ P�� #�&��!�! ��"!, 6�%)�� A+  %A A"�$� �������!�
H�� #�� �&���A #��� �)�"&� ���!H��$� &� B!%���A X̂ &� X �7%� ������%)�!� �!�� �"
T = E &� ��&� �E ����(���7 �����&������+ � �� �%)+ P� ��� #��&%��� �� �!# + &� ���
&� �E 6�%)��7+ '��������&����7 �������

�� �H� ���!��%)��8 6�%)���=�8 #!$��%7 & "%�#!H��, ��#����&=� ��%A$�E 7 &� ��&�
%���� �'  �#����)�� ��H��#�� 6���! #!$��%7+ P� ���� �E�)#A+ ��!H��7+ A"P� =�, #!�
$��% &!�� "�&!,+ �� ����B� �� '���'��H!�! ������%)�� &� B!%���A &!B� ��$� #!$��%7
&� &B� ��$�

J#"�%)"! #!$��% &!�� "�&!,+ �� ����� '���!�! &!'��H��� ��!�7P���A P� � #���!�
#�!H�!B &%�#�!&�#��, =)�$� #!$��%7 O7 ��� &&�(��!+ P�1

� �!$��% �� M7� ����) �7%)�&� �������!H�� #�� �&���A1 X̄ = W̄ = 0 �&� #! &!���
"�E+ P� Z̄ = 0T VX = M{XX′}T VW = M{WW′} � VZ = M{ZZ′}



�	 	� 
�������� �� � �� �� ��������

� �!$��% �� M7� ��"���%)�&���+ ����� M{XW′} = M{WX′} = 0

G @�! T′T = E
Ṽx = TVxT′; Ṽw = TVwT′; Ṽz = TVzT′. ��GG��

���*����� ��"������� �� ��� ��
/ �

J#"�%)"! X̂ A&%AE�)#A &�"����� �=��"! X+ �� &� ��&� �!, &�"��� ��B!�"! &!'���
H�E�)#A A"

εεε = X̂ −X. ��GG
�

J�(�+ '�$�%)�� #��� �)�"&� ���!H�� ��B!�"� ��! �=���&����  ���&��E

εεε = M{‖X̂ −X‖2 = M{(X̂ − X)(X̂ − X)}. ��GG;�

�� #��7"�7���8 #B��! �!# &!��"�E+ P�

x̂ = T−1ATZ, T−1 = T′. ��GG��

J#"�%)"! TT′ = I �� F = TZ+ &!��' �GG;� ��(� �7�! '��!#��� 7 &!$%A �

εεε = M{F′A′AF} − 2M{F′ATX} + M{‖X‖2}. ��GG��

C���� ����!=A A ��E ��!���!#A ��"+ P�� εεε �7%� ������%)��� 	%A =)�$� &��� ��E
'� �&�%)�A�! ����B� �7 7��&7 ∇Aεεε = 0+ �����

M{∇A(F′A′AF} − 2M{∇′
AFA′TX} + M{∇A(‖X‖2)} = 0. ��GGF�

�&� #! &!��"�E+ P�

∇A(F′A′AF) = 2AFF′; ∇A(F′A′TX) = TXF′; ∇A(‖X‖2) = 0. ��G���

C�"!� H!���+ &!��' �GGF� ��(�� ��!&�#�!  � &!$%A 7

AM{FF′} = TM{XT′},

�' A"�$�+ �#"�%)"! F = TZ+ � ��(7E��

ATM{ZZ′}T′ = TM{XZ′T}. ��G���

���B�&7�H!+ P� Z = X + W+ �� ��GG�� ��E��1

AT(Vx + Vw)T′ = TVxT′. ��G���

N� ��&�A��A  �'&�%AE &!'��H!�! M7"��7 ����!=� ���!��%)��$� 6�%)���  &��� #��#��
���!1

� I���' "�&����=�,�� ����!=�
A = TArT”, ��G�G�

 � Ar = Vx(Vx + Vw)−1 /���!=A Ar ��'!&�E�)#A ����!=�� &� $7"7 '� ���%�$�E�
�' ���7%)#�!� &� $7"�� %���,��8 #!#���!

� I���' "�&����=�,�� ����!=� Ṽx �� Ṽw & ��%�#�� '����(��)

A0 =
Ṽx

Ṽx + Ṽw

, ��G���

 � Ṽx = TVxT′ � Ṽw = TVwT′



	��&� 2)����%��� �������%�� ���%������ ��

	%A ��H!#%���A ������%)��8 #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"!+ A"� '&�A'��� �' ��!#��
�!� ���!��%)�!� 6�%)����+ &!��'!�� ε 7 &!$%A �

ε = X]{M [(X̂ − X)(X̂ − X)′]}. ��G�
�

@�#%A &!"�����A &� ��&� �!B �����&����) �' �G�
� � ������'�=�8 ��B!�"!+ ��!B� !��  �
��"�$� &!��'7

εmin = X]

[
Ṽx − Ṽx

Ṽx + Ṽw

Ṽx

]
. ��G�;�

�&� #! &!��"�E+ P� ������%)�� #��� �)�"&� ���!H�� ��B!�"� �� '�%�(!�) &� ����$��
��%)��$� �����&�����A

�!B� AH! ' =)�$� 6�"�7+ &!$%A �����&�����A ��(�� &!�!���! &�%)��+ ���$�7�
H! ��! =)��7 #"����!�! H!#%� ��H!#%�&�%)�!B �����=�,+ A"� ��&�A'��� �' ���%�'�=�E�
���=�#7 6�%)���=�8 �� �H� ��'��B7�"7 #7����!��%)��$� &�����&#)"�$� 6�%)��7 ��(�
�7�! #6���7%)�&��� A" '� �H� ���!��'�=�8+ & A"�, ����!=A 6�%)��7 A &!�!��E�)#A+ &!�
B� AH! ' ������'�=�8 ��GG�� '� ����(���A+ P� &!'��H��� &!����� �%�����! ����!=� A
 ���&����) �7%�

/���!=A A &!�!��E�)#A1 ��  ��$���%)���+ �� ��"��+ P� ��#�!�) �%�����! & �A "7+
P� ��  ���&����) �7%�T &� ����!=� #7����!��%)��$� 6�%)��� � ��(7��) ' ����!�
=� ���!��%)��$� 6�%)���+ '�%!M��H! ��%)"! �� �%�����!+ A"� ����) &� ��#�� &�%!"7
&�%!H!�7



������� ��%-���

@����( &#�B ���� �&+ P� &!"��!#��&7��)#A ��! =!6��&�, �����=� #!$��%�&+ ��,�
��%)M &�(%!&�� E =!6��&� 6�%)���=�A N!6��&� 6�%)���=�A &!"��!#��&7E�)#A & ��$��
�)�B &�(%!&!B ���"�!H�!B ��!"%� ���AB  %A �����"! � ��&!����!B ��  &�&!����!B
#!$��%�& N�, 6�"� ��A#��E�)#A ��"!�! ��!H!���!1

������M�+ ��A&��#�� �6�"�!&�!B �� &� ��#�� ���#�!B ���� �& ���7 �&! 6�%)���&T
��� �7$�+ '��H�!�! 7#��B��! & ��%�#�� ��B��%�$�8 ��"��#B�� �' &!#�"!� #�7�����

����$��=�8  %A '�����A��&7�H!B ��!#���8& '� '��%)M���� ����H�� H�#����� �� ��'���"!
��&!B �%������&

�������E+ 7#��B��! & ��'���=� ��B��H�!B '�#���& �� ���$�����$� '���'��H���A RJ/+
�#��%!&� 7 ��'���=� ��"�����=�#���& �� ��"���RJ/ � ����!H�!B ���=�#���&+ P� &!"��
�!#��&7��)#A 7 A"�#�� ���!6���,�!B ��!#���8& ��H!#%�&�%)�!B #!#��� ��� 7 A"�#��
�#��&��8 #!#���!+ P� �����%AE ��6����=��

���#%� �" =!B  �#A$���) ��B��"� 6�%)���=�8 #��%� &!"��!#��&7&��!#) & ��'�!B $��
%7'AB+ ��"!B+ A" �� ��'&�A'�"+ �� ��� �� $� ��%�"�=�A+ 6�'!H�!, �"#���!����+ ����� !H��
 �#%� (���A+ ����"�#��H�� #!#���!+ #7�7��!"�&!, '&�A'�" ��P�



���&�� �

���./ � 0�����. ��%-�� 0�1

� '�$�%)���7 &!�� "7 �� 
	�����	�" ��E�)#A �� 7&�'� �����&�����A &!'��H��!�
H!���  �A"�$� &B� ��$� #!$��%7 7 &!B� �!, ' ����� ���!����A ��&�!B A"�#�!B ��"��
'�!"�& =)�$� #!$��%7 � ��,���#��M��7 &!�� "7+ "�%! ��'$%A �E�)#A ��&�!, "��!#�!,
#!$��%+ A"!, #���&����!,  �A"�� ��$7%A���� ���� &!�� "�&��� ����M"� ��+ �����
6�%)���=�8 E &! �%���A �' ��"�8 #7��M� "��!#��$� #!$��%7

@� #7�� �� H�# 6�%)���=�8 ' �,#��E�)#A �����&�����A &B� �!B #!$��%�& 7 &!B� ��
��"!� H!���+ P� ��&�� "��!#�� �#��%!&�#�� &B� ��$� #!$��%7 '����$���)#A 7 &!B� ���7
#!$��%�+ � ����(��� &%�#�!&�#�� ��!$��H7��)#A

�	���� 7'�$�%)���� A&%AE #���� ��� 6�'!H�!, ��!#���, �#!#���7�+ ��� ���$���7
 %A RJ/+ A"� ' �,#����) �������� �����&�����A &B� ��$� #!$��%7 7 &!B� �!, ��%�(��
&� &! 7 &B� �!B #!$��%�& ��������&�!, H!  !#"����!,� ��'��'�A��) ��������	 
	��(
���+ A"� �����%A��) �������&�� #!$��%!+ � �
���	 
	�����+ P� �����%A��) =!6��&�
#!$��%!+ �����  !#"����� 7 H�#� � "&����&��� '� ���%��7 �� #!$��%!

.#�7��)  &� �#��&�� �������!H�� ���#���"���� 6���! ��!#7 6�%)���& �A" ���%�$��
&!B+ ��" � =!6��&!B� <�'$%A���� #��H��"7 "%�# ���%�$�&!B %���,�!B ��&�������!B 7
H�#� 6�%)���&+  %A A"!B �#�7��) ��"� �������!H�� �� �%�1

0 7 &!$%A � ����$��%7 '$���"!

y(t) =

t∫
0

x(τ)h(t − τ)dτ =

t∫
0

x(t − τ)h(τ)dτ = h(t) ∗ x(t), �G��

 � x(t)+ y(t) 0 &� ��&� �� &B� �� �� &!B� �� '����� 6�%)��7T h(t) 0 ���7%)#�� �&�$�&�� B��
��"���!#�!"� 6�%)��7+ ∗ 0 #!�&�% '$���"! NA �� �%) &� ��&� �E 6�'!H�� ���%�'7E���7
6�%)��7 ' � �!� &B� �� � &!B� ��

0 7 &!$%A �  !6����=��%)��$� ��&�A��A n�$� ���A "7 '� #��%!�! "��6�=�E����!

an
dny(t)
dtn

+ an−1
dn−1y(t)
dtn−1

+ · · · + a0y(t) = bm
dmx(t)

dtm
+ bm−1

dm−1x(t)
dtm−1

+ · · · + b0x(t) �G��

' ��H��"�&!�! 7��&��!

y(n−1)(0) = yn−1,0; y(n−2)(0) = yn−2,0; . . . ; y(0) = y0,0, �GG�

 � yk,0+ k = 0, n − 1 0 &� ��� ��H��"�&� '��H���A
	%A %���,��$� ��&��������$� 7 H�#� =!6��&�$� 6�%)��7 =� �������!H�� �� �%� ���

�7&���) ��"�$� &!$%A 71
0 %���,��8  !#"�����8 '$���"! &B� ��8 ��#%� �&��#�� {x(n)} �� ���7%)#��8 B���"���

�!#�!"! {h(n)}1

y(n) =
∞∑

k=0

h(k)x(n − k) =
∞∑

k=0

h(n − k)x(k); n = 0, 1, 2, . . . , �G��



	� &� 3���� � ������� ���%�����4

P� '�'&!H�, '��!#7��) A"

y(n) = h(n) ∗ x(n); n = 0, 1, 2, . . . ; �G
�

0 #"��H�������'�!=�&�$� ��&�A��A '� #��%!�! "��6�=�E����!

y(n) =
M−1∑
k=0

bkx(n−k)−
N−1∑
k=1

aky(n−k) =
M−1∑
k=0

bkxn−k −
N−1∑
k=1

akyn−k; n = 0, 1, 2, . . . , �G;�

 � {x(n)}+ {y(n)} 0 &!���"! &B� ��8 � &!B� ��8 ��#%� �&��#��, &� ��&� ��+ ak+ bk 0 #��%�
"��6�=�E��!+ A"� &!'��H���) &%�#�!&�#�� 6�%)���+ N + M 0 #��%� H!#%�

Y" , 7 &!�� "7  !6����=��%)�!B ��&�A�) �G��  %A &!��M���A ��&�A��A �G;� ����B��
 �� ��A&��#�) ��H��"�&!B 7��&+ A"� �  �%! '��$7 &!'��H��! '��H���A &!B� �!B &� %�"�&
H���' '��H���A ������ ��B &� %�"�& ��� H���' ��H��"�&� 7��&!

� �"�����7 &!�� "7+ "�%! '��H���A &!B� �!B &� %�"�& '�%�(��) ��%)"! &� �������
 ��B �� ����H�!B '��H��) &B� �!B &� %�"�&+ ��&�A��A �G;� ��(� �7�! �� ��� 7 ��"��7
&!$%A �1

y(n) =
M−1∑
k=0

bkx(n − k) =
M−1∑
k=0

bkxn−k; n = 0, 1, 2, . . . , �G��

����� '� 7��&! ak = 0+ k = 0, N − 1
<�&�A��A �G;�+ "�%! '��H���A &!B� �!B &� %�"�& &!'��H���)#A H���' '��H���A �����

�� ��B &!B� �!B �� &B� �!B &� %�"�&+ ��'!&���) �	������� ������������ ���� <�&�A��A
�G�� ��'!&���) �	������� �������������� ����

�� ��&� ��  � =)�$� ��'��'�A��)  &� �#��&�!B �!�! =!6��&!B %���,�!B+ ��&������
��!B 7 H�#� 6�%)���&1 ���������	 
	����� � �����������	 
	�����

��;��� B#������� %������������� 	
�����

:��������" .������"/ '�������������" h(t) �	�	)���� 	����	������� � #��	 
	��(
��� E ,�$� ���"=�A �&� $7"� �� &�%!& � !�!H��$� ���7%)#7

u(t) =

{
1, '� t = 0,
0, '� t > 0,

�G��

'� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��&
.��7%)#�� B���"���!#�!"� E H�#�&� � &!"��!#��&7E�)#A  %A &!'��H���A &!B� ��$�

#!$��%7 6�%)��� '  �&�%)�!� &B� �!� #!$��%��
	%A =!6��&�$� 6�%)��� 	��������" '�������������" h(n) ���� hn� ��'!&���)

���"=�� %���,��8  !#"�����8 #!#���! '� #��%!�! "��6�=�E����! �����������!� �� � !�
�!H�!, ���7%)# u(n) ���� un�

u(n) =

{
1, '� n = 0,
0, '� n > 0

�GF�

'� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& ���� &!"��!#��&7E�)#A 7  !#"�����, '$���=� �G
�  %A
&!'��H���A '��H��) &!B� ��8 ��#%� �&��#�� {y(n)}  %A �7 )�A"�8 &B� ��8 ��#%� �&��#��
{x(n)}

.��7%)#�� B���"���!#�!"� h(t) ��� h(n)+ P� &!'��H�E�)#A ��&�A��A� �G�� ��� �G;�+
"�%! x(t) ≡ u(t) ��� x(n) ≡ u(n)+ ��(� �7�! ��#"��H����� �ak �= 0� H! #"��H�����
�ak = 0� �� ��&� �� 6�%)��!+ A" ���%�$�&�+ ��" �  !#"�����+ ��!,�A�� �� �%A�! �� ��"�
 &� "%�#!

0 6�%)��! '� #"��H����� ���7%)#��� B���"���!#�!"�� ���" '&��� �.-�6�%)��!+ ���
k.j�6�%)��! �lV�X` �mnohW` ]`WnUV>` lhX`]��T



� 	�

0 6�%)��! �' ��#"��H���� ���7%)#��� B���"���!#�!"�� ���" '&��� ?.-�6�%)��!+ ���
..j�6�%)��! ��VlV�X` �mnohW` ]`WnUV>` lhX`]��

��H�&! )+ ����"7�#!&�� 6�%)��! ����) #"��H���7 ���7%)#�7 B���"���!#�!"7+ � ���
"7�#!&�� 0 ��#"��H���7 ���7%)#�7 B���"���!#�!"7

�������� A������ �
���� �&���1���� �
�	�����! �
�	�		�! yn = xn − a1yn−1� /	� ��

!&����	� �������������� 5�P6 ����� �
������


���������� $��
���� 
!&����	� �������������� R �� �����
� �����!� 	� ���	��	� 
!�
&���� un �� 	������� &��������� �!��� ����� &��&������� � xn = un� y(−1) = y−1 = 0�
$������		� �
��
�
� ���
�	��� ���	��� yn = hn 	�����	
 � ����� -�#�

)���� *�#� ;��	���		� �P ��������	��� �
�����

n xn <�&�A��A yn

� � y0 = x0 − a1y−1 = 1 − a1 · 0 �
� � y1 = x1 − a1y0 = 0 − a1 · 1 −a1

� � y2 = x2 − a1y1 = 0 − a1 · (−a1) (−a1)2

G � y3 = x3 − a1y2 = 0 − a1 · (−a1)2 (−a1)3

· ·    ·
V � yn = xn − a1yn1 = 0 − a1 · (−a1)n−1 (−a1)n

S��� 0 ≤ a1 ≤ 1� �	���		� ������ 5����� �P6 ���!&�����	� 	������1���� �� 	����
�������� A������ �
���� �&���1���� �
�	�����! �
�	�		�! yn = b0xn +b1xn−1+b2xn−2�

/	� �� 
!&����	� �������������� 5�P6 ����� �
������

���������� $������		� �	���	� �
��
�
� ���
�	��� ���	��� yn = hn 	�����	� � ����� *�(�

)���� *�(� ;��	���		� �P 	���������	��� �
�����

n xn <�&�A��A yn

� � y0 = b0 · 1 + b1 · 0 + b2 · 0 b0

� � y1 = b0 · 0 + b1 · 1 + b2 · 0 b1

� � y2 = b0 · 0 + b1 · 0 + b2 · 1 b2

G � y3 = b0 · 0 + b1 · 0 + b2 · 0 �

$���� �� bk �= 0 5k = 0, M6 
!&����	� �������������� 	���������	��� �
����� !�1 ��
	�
��		� �
���
��� �
��
�
�� �	���		� ���� ���
�	88�� 	�
�������� �����
���� ���������

��;�&� 2�������$�� 	����
 	
�����

.�M!� &�(%!&!� ���A��A�+ A"� &!"��!#��&7��) �� H�# ���%�'7 �� #!���'7 ����7 ��
&�� 6�%)���&+ E ��������#�� 
���	� 6�%)��� <�'$%A���� #��H��"7 ���%�$�&� 6�%)��!
�!'��H���A ���� ���H��8 67�"=�8 Q�7��7E�)#A �� '�#��#7&���� ����$��%)��$� �����&��
����A 9��%�#�  � ����$��%� '$���"! �G��1

L{y(t)} = Y (p) = L
⎧⎨
⎩
⎡
⎣ t∫

0

h(τ)x(t − τ)dτ

⎤
⎦
⎫⎬
⎭ = H(p) · X(p), �G���

 � L{·} 0 #!�&�% �����&�����A '� 9��%�#��T Y (p)+ X(p)+ H(p) 0 &� ��&� �� �����&�����A
'� 9��%�#�� 67�"=�, y(t)+ x(t)+ h(t)+ p 0 "���%�"#�!, �������� 9��%�#�

�� &!'��H���A� ���� ���H�� 67�"=�A #!#���! 7���&%���A E &� ��M���A �����&����
��A '� 9��%�#�� &!B� ��$� #!$��%�  � �����&�����A '� 9��%�#�� &B� ��$� #!$��%� '�
�7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& �� #��&&� ��M���A �G��� &!�%!&�E+ P� ���� ���H�� 67�"=�A
6�%)��� E

H(p) =
Y (p)
X(p)

. �G���



	� &� 3���� � ������� ���%�����4

.��"M� "�(7H!+ ���� ���H�� 67�"=�A H(p) ���%�$�&�$� 6�%)��� 0 =� �����&�����A '�
9��%�#�� ���7%)#��8 �&�$�&�8� B���"���!#�!"! h(t)+ "�%! A" &B� �!, #!$��% &!"��!#���
&7E�)#A δ�67�"=�A �L{δ(t)} = 1�

@��� ���H�7 67�"=�� ���%�$�&�$� 6�%)��� ��(�� ���!���!+ A"P� '�#��#7&��!
����$��%)�� �����&�����A 9��%�#�  �  !6����=��%)��$� ��&�A��A �G��+ P� ��!#7E  !�
����"7 ���%�$�&�$� 6�%)��� '� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& /�E��1

L
{

an
dny(t)
dtn

+ an−1
dn−1y(t)
dtn−1

+ · · · + a0y(t)
}

= L
{

bm
dmx(t)

dtm
+ · · · + b0x(t)

}
. �G���

H(p) =
Y (p)
X(p)

=
bmpm + bm−1p

m−1 + · · · + b0

anpn + an−1pn−1 + · · · + a0
=

M∑
k=0

bkp
k

N∑
k=0

akpk

�G�G�

'� 7��&! M ≤ N 
	%A %���,��$� =!6��&�$� 6�%)��� '� #��%!�! ����������! ,�$�  !#"����� �����

 ���H�� 67�"=�A H(z) E Z������&�����A &� ��&� ��8 ���7%)#��8 B���"���!#�!"! h(n)+
�����

H(z) = Z{h(n)} �G���

� &!'��H�E�)#A A" &� ��M���A Z�����'�& &!B� ��$� #!$��%� Y (z) �� &B� ��$� #!$��%�
X(z)+ �����

H(z) =
Y (z)
X(z)

. �G�
�

�!"��!#��&7�H! =� &!'��H���A � '�#��#�&7�H! Z������&�����A  � ��'�!=�&�$� ��&�
�A��A �G;�+ P� ��!#7E  !����"7 =!6��&�$� 6�%)���+ ���!�7E�� &!��'  %A ���� ���H��8
67�"=�8 =!6��&�$� 6�%)���

Z{y(n)} = Z{
M−1∑
k=0

bkx(n − k)} − Z{
N−1∑
k=1

aky(n − k)}.

H(z) =
Y (z)
X(z)

=

M−1∑
k=0

bkz
−k

N−1∑
k=0

akz−k

. �G�;�

/�"#!��%)�� '��H���A+ P� ���7&���) H!#%� M ��� N + &!'��H�E ������� 6�%)���
Y"P� '�#��#7&��! Z������&�����A  � #"��H�������'�!=�&�$� ��&�A��A ����"7�#!&�

��$� �!�7+ ��(�� ���!���! ���� ���H�7 67�"=�� ����"7�#!&��$� 6�%)��7 7 ��"��7
&!$%A �1

Z{y(n)} = Z{
M−1∑
k=0

bkx(n − k)} = Z{
M−1∑
k=0

bkx(n − k)}; n = 0, 1, 2, . . . �G���

H(z) =
Y (z)
X(z)

=
M−1∑
k=0

bkz
−k. �G���

@��� ���H�� 67�"=�8 E �#��&�!, ������ �� H�# ���%�'7 �� #��7"�7���$� �����&��
����A 6�%)���&

��(%!&7 ��%) 7 =!6��&!B #!#����B �����"! #!$��%�& &� �$����) 6�%)��! ���M�$�
��  �7$�$� ���A "�&+ P� ��7��&%�E ����B� ��#�) 8B�)�$� �"����$� ��'$%A ���A

;�����) ����������) 
	���� ��� ��� �������<



� 	�

O�'�&!� ��"7�#!&�!� 6�%)���� ���M�$� ���A "7 ��'!&���) 6�%)��+ P� ��!#7��)
��'�!=�&!� ��&�A��A�

y(n) = x(n) − a1y(n − 1), n = 0, 1, 2, . . . �G�F�

�!"��!#��&7�H! Z������&�����A  � %�&�8 �� ���&�8 H�#�!� ��&�A��A �G�F�+ ���!��E��

Y (z) = X(z) − a1z
−1Y (z),

'&� "!

Y (z) =
Y (z)
X(z)

=
1

1 + a1z−1
.

����������) 
	���� ��� ��� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A ��E &!$%A 

y(n) = b0x(n) + b1x(n − 1) − a1y(n − 1), n = 0, 1, 2.

Y (z) = b0X(z) + b1z
−1X(z) − a1z

−1Y (z),

'&� "!

Y (z) =
b0 + b1z

−1

1 + a1z−1
.

1�����������) 
	���� ��� ��� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A �� ���� ���H�� 67�"=�A ����) &!$%A 1

y(n) = b0x(n) + b1x(n − 1), n = 0, 1, 2, . . .

Y (z) = b0 + b1z
−1.

;�����) ����������) 
	���� ������� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A �� ���� ���H�� 67�"=�A ����) &!$%A 1

y(n) = x(n) − a1y(n − 1) − a2y(n − 2), n = 0, 1, 2, . . .

Y (z) =
1

1 + a1z−1 + a2z−2
.

����������) 
	���� ������� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A �� ���� ���H�� 67�"=�A ����) &!$%A 1

y(n) = b0x(n) + b1x(n − 1) + b2x(n − 2) − a1y(n − 1) − a2y(n − 2), n = 0, 1, 2, . . .

Y (z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
.

1�����������) 
	���� ������� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A �� ���� ���H�� 67�"=�A ����) &!$%A 1

y(n) = b0x(n) + b1x(n − 1) + b2x(n − 2), n = 0, 1, 2, . . .

Y (z) = b0 + b1z
−1 + b2z

−2.

J�(�+ �� �#��&� ��&� ��!B ��!"%� �& ��(�� '���!�! &!#��&�"+ P� 7 '�$�%)���7
&!�� "7 ���� ���H�� 67�"=�A ��"7�#!&��$� 6�%)��� &� ��&� ��!�� &!��'7 �G�F�+ � ���
��"7�#!&��$� 6�%)���1

H(z) =
M−1∑
k=0

bkz
−k, �G���

 � "��6�=�E��! 6�%)���& ak+ bk 0 "��6�=�E��! &� ��&� �!B ��'�!=�&!B ��&�A�)+ P� ��!�
#7��)  !����"7 =!B 6�%)���&
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��;�,� )������
 %������������� 	
����
�

/� �%) 7 H�#� =!6��&�$� 6�%)��7 7 &!$%A � ���7%)#��8 �&�$�&�8� B���"���!#�!"!
E '�7H��  %A 88 &!"��!#����A 7 �%$��!���  !#"�����8 '$���"! L%� 7 =)��7 ��'�  ��
#!�) &�("� ��&�A'��! ��(��� "�%)"�#�� ��"�'�!"! 6�%)���=�8 ' &!$%A �� � ����������!
M7"���8 ���7%)#��8 B���"���!#�!"! 6�%)���

� =�E8 ��H"! '��7 ��%)M "��#��7"�!&�!� E �� ���A 6�%)��� 7 H�#������7 ���#����+
P�  �#!�) ���#�� ��(�� &!"����!+ ���H! ���� ���H�7 67�"=�� 6�%)���

	%A ���%�$�&�$� 6�%)���+ ���� ���H�� 67�"=�A A"�$� E 67�"=�A "���%�"#��8 '����
��8 p &!$%A 7 �G�G�+ =�  �#A$�E�)#A '������ '�����8 p �� iω

J#"�%)"! p ��� iω 0 "���%�"#�� '�����+ �� 67�"=�A H(iω) E 67�"=�A "���%�"#��8
'�����8

H(iω) = j`H(iω) + i.mH(iω) = |H(iω)|eϕ(ω), �G���

ϕ(iω) = arctg
.mH(iω)
j`H(iω)

, �G���

 � |H(iω)| �� ϕ((iω) 0 ������ � 
�����) ��� ��� ���%��7 ���H�#����� �� 6�'��H�#�����
�6�'�&�� B���"���!#�!"! 6�%)��� &� ��&� ��

Y"P� �����+ &!"��!#��&7�H! �G���+ P� '&�A'7E 7 ���#���� '����(��) '� 9��%�#��
&B� � &!B� 6�%)���+ &!"����! '����7 p �� iω+ �� ���!��E��

|Y (ω)| = |H(iω)||X(iω)|; �G�G�

arctg
.mY (iω)
j`Y (iω)

= arctg
.mH(iω)
j`H(iω)

+ arctg
.mX(iω)
j`X(iω)

, �G���

.' &!��'7 �G�G� &!�%!&�E+ P� '��H���A &!B� ��$� #!$��%� E  ��7��" &B� ��$� #!$���
%� �� ���%��7 �7 B���"���!#�!"7 6�%)��� N� �'��H�E+ P� "�%! ���%��7 ���H�#�����
B���"���!#�!"� 6�%)��� |H(iω)|  ���&��E �7%� ��� ��A�7E  � �7%A  %A ��&��$�  ���
��'��7 H�#���+ ����!"%� + ω ∈ [ws1, ωs2]+ �� &!B� �!, #!$��% ���!�� �7%)�&� '��H���A
���� ���%!(��!���)#A  � �7%A� ��! &#�B H�#����B ' =)�$�  ����'��7 C�"!,  ����'��
H�#��� ω ∈ [ws1, ωs2] ��'!&���) �����" �������� .�����	#����/ &B� ��$� #!$��%�+ ���
���#�� 6�%)��� Y"P� ( '��H���A ���%��7 ��8 B���"���!#�!"! |H(iω)| 7  ����'��� H��
#��� ω ∈ (wp1, ωp2) E �%!')"�  � � !�!=�+ �� =�, �����&�% ��'!&���) �����" �����������
6�%)��� ���� =)�$�+ �#�7E ����'	��� ����� H�#��� ��( '�'��H��!�!  ����'����! ����7�
#"���A �� '���!�7&���A #!$��%�+ P� ��7��&%�E�)#A ����(%!&�#�� �!��E&�$� '����&��
��A '��H���A ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! &� � !�!=�  � �7%A C���� A"�#��
��"�'�!"! ���=�#7 6�%)���=�8 ��(�� 6���7%�&��! A" &� ��&� �� &!��$!  � ���������&
���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! 7 #�7'� ����7#"���A+ '���!�7&���A ���!$��H���
�A� �� ����B� ��8 #�7$!

�!B� AH! '� #��&&� ��M���A �G�G�+ ��(�� &!'��H!�! ��"� �#��&�� �!�! H�#������
&!���"�&!B 6�%)���&1

� D�%)�� ����	' H�#��� �D?I� 0 6�%)�� '� #�7$�� ����7#"���A [0, ωp) �� #�7$��
'���!�7&���A &� ωs  � ∞+  � ωp < ωs

� D�%)�� ���'�	' #����� �D�I� 0 6�%)�� '� #�7$�� ����7#"���A ω ∈ (ωp,∞) ��
#�7$�� '���!�7&���A [0, ωs < ωp]

G =�������) 
	���� ��I� 0 6�%)�� '� #�7$�� ����7#"���A &�  �A"�8 H�#���! ωp1

 � ��M�8 H�#���! ωp2 �� #�7$��! '���!�7&���A &� [0, ωs1] �� [ωs2,∞)+ ωs1 < ωp1 <
ωp2 < ωs2

� D�%)��+ P� '�$��� (7E+ 0 6�%)�� '� #�7$��! ����7#"���A ω ∈ [0, ωp1] �� ω ∈
[ωp2,∞) , #�7$�� '���!�7&���A &� ωs1  � ωs2+ ωp1 < ωs1 < ωs2 < ωp2



� 	�


 D�%)��+ P� ����7#"�E &#� 0 6�%)�� �' � !�!H�!� "��6�=�E���� ���� �H�  %A &#�B
H�#��� �ω ∈ [0,∞)�+ ����� #�7$�� ����7#"���A &� �  � ∞ N�, �!� 6�%)���& &!�
"��!#��&7��)+ & �#��&���7+  %A '���'��H���A 6�'�&�8 "���"=�8 �� 6�'�&�$� '#7&7

-���"���!#�!"! ����%�H��!B ��A�! �#��&�!B �!��& H�#������&!���"�&!B 6�%)���&
��&� ��� �� �!#

"��� *�#� H�
�	�	� 
!&����	� �������������� 
�����	��� ?0T

��;�-� ��(��� %������������� �� %������������� ��������� $���

	�#%� !�� ����� ��M7 #"%� �&7 H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)��7 0 88 6�'��H�#����7
B���"���!#�!"7 ���� ��" '&��!, 6�'�&!, "7�� ϕ(ω)+ A"7 &!'��H���) '$� �� '� #��&&� ���
M���A� �G��� � �����8 6�%)���=�8 M!��"� &!"��!#��&7��) B���"���!#�!"7 ���������
#��� τ(ω)+ A"� ��&�A'��� ' 6�'��H�#������ B���"���!#�!"�� '�%�(��#��

τ(ω) =
d

dω
ϕ(ω) =

d

dω
arctg

.m H(iω)
j` H(iω)

�G�
�

� &!'��H�E M&! "�#�) '����&���A 6�'�&�$� "7�� ϕ(ω) &� H�#���! ω D�'!H�!, '��#� $�7�
��&�$� H�#7 7��&�%)����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! 6�%)��� ��(�� ����%�#��7&��!
��"!� ��!"%� ��

<�'$%A���� ���%�$�&!, 6�%)��+ P� ��!#7E�)#A ���� ���H��� 67�"=�E�

H(p) = Ke−pt0 . �G�;�

I�#����� B���"���!#�!"� =)�$� 6�%)���1

H(iω) = Ke−iωt0 ,

 � A(ω) = K+ ϕ(ω) = −ωt0 -���"���!#�!"� $�7��&�$� H�#7 =)�$� 6�%)��� �7 �

τ(ω) =
dϕ(ω)

dω
=

d(−ωt0)
dω

= −t0. �G���

Y"P� �� =�, 6�%)�� �� ��! &B� �!, &�%!&

x(t) = 1(t − T0), �G���

 � 1(t) 0 67�"=�A � !�!H��$� #��!�"�+ �� &!B� �!, #!$��% y(t)+ A"!, '���!���� �� H�#
T0+ &!'��H!�)#A ��"!� H!���1

y(t) = K · 1[t − (t0 + T0)], �G�F�



		 &� 3���� � ������� ���%�����4

N� �'��H�E+ ������M�+ P� &!B� �!, #!$��%+ A"!, &(� '���!���� �� H�# t0 + T0+ �����
����� &(� �' 7��B7&���A� $�7��&�$� H�#7 6�%)���+ � ��� �7$�+ P� $�7��&!, H�# 6�%)�
��� 6�"�!H��  ���&��E t��� − t��+  � t�� 0 H�#+ '� A"!� &B� �!, #!$��%  �#�A$�E #&�$�
7#��%���$� '��H���A+ t��� − t�� 0 H�# 7#��%���#�� &!B� ��$� #!$��%7

	%A =!6��&�$� 6�%)��� ��(�� ��"�( &!'��H!�! H�#����� B���"���!#�!"! <�'�
$%A���� %���,�7  !#"����7 #!#���7 '� #��%!�! ����������!+ A"� ��E ���7%)#�7 B����
"���!#�!"7 h(n) 	%A ��!#7 6�%)��� 7 H�#�����, ��%�#�� &!"��!#��&7��) #��=��%)�!,
"%�# &B� �!B ��#%� �&��#��,+ A"� ����) &!$%A x(n) = eiωn+ −∞ < ω < +∞+ P� E  !#�
"���!'�&��� #!�7#�8 �%)�� 67�"=�8 7 �"#�����=�,��, 6���� 	�,#��+ A"P� x(t) = eiωt E
�������&�� #!�7#�8 �+ ��+ ' �,#�!&M!  !#"���!'�=�� =�E8 67�"=�8 '� t = nTd+  � Td 0
�����&�%  !#"���!'�=�8+ ��E��

x(n) = x(nTd) = eiθnTd = eiωn, �GG��

 � ω = θTd 0 =!6��&� H�#����  !#"���!'�&���8 ��#%� �&��#�� x(n)
�!'��H!&M! &!B� �7 ��#%� �&��#�) 6�%)��� y(n) '�  �����$��  !#"�����8 '$���"!

&!$%A 7 �GG� '� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��&+ ���!�7E��

y(n) =
+∞∑

k=−∞
h(k)x(n − k) =

+∞∑
k=−∞

h(k)eiω(n−k) = eiωn
+∞∑

k=−∞
h(k)e−iωk =

= H
(
eiω
)
eiωn = H

(
eiω
)
x(n). �GG��

/��(�!" H
(
eiω
)
7 �GG��+ A"!, &!'��H�E�)#A H���' ���7%)#�7 B���"���!#�!"7 h(n)

6�%)���1

H
(
eiω
)

=
+∞∑

k=−∞
h(k)e−iωk

� A"!, �����&���E #!�7#�8 �%)�7 &B� �7 ��#%� �&��#�) x(n) 7 &!B� �7 y(n)+ ��'!&���)
#�������" '�������������" �
������ 
	�����+ P� E �� #7�� #��"���� ���7%)#��8
B���"���!#�!"! � '� �E '��H���A "��6�=�E��� ���� �H� 6�%)���  %A "�(��$� '��H���A
H�#���! ω

/�(�� ��"�( �� ��! &!'��H���A H�#�����8 B���"���!#�!"! =!6��&�$� 6�%)���
A" &� ��M���A �����&�����A D7��E &B� ��8 ��#%� �&��#�� '� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��&
��"!� H!���1

H
(
eiω
)

=
F{y(n)}
F{x(n)} =

Y
(
eiω
)

X (eiω)
. �GG��

@���&�A��A =)�$� &!��'7 ' &!��'�� �G���+ A"!, &!'��H�E ���� ���H�7 67�"=�� 6�%)�
���+  �'&�%AE '���!�! &!#��&�"+ P� H�#����� B���"���!#�!"� 6�%)���  ���&��E �����
 ���H��, 67�"=�8+ &!'��H���, �� � !�!H���7 "�%� z��%�P!�!+ ����� '� z = eiω  %A
0 ≤ ω ≤ 2π

H
(
eiω
)

= H(z)
∣∣
z=eiω . �GGG�

I�#����� B���"���!#�!"� H
(
eiω
)
E "���%�"#�� 67�"=�A+ P� ��(� �7�! �� ��� 7

 &�B �#��&�!B 6����B1
' &!"��!#����A�  �,#��8 �� 7A&��8 #"%� �&!B

H
(
eiω
)

= j`H
(
eiω
)

+ i.mH
(
eiω
)

�GG��

7 �"#�����=��%)���7 &!$%A �

H
(
eiω
)

=
∣∣∣∣H (eiω

) ∣∣∣∣eϕ(ω) = A(ω)eϕ(ω), �GG
�



� 	�

 �

A(ω) =
∣∣∣∣H (eiω

) ∣∣∣∣ =
√

[j`H (eiω)]2 + [.mH (eiω)]2 �GG;�

0 ���%��7 ���H�#����� B���"���!#�!"� �LI-� 6�%)���T

ϕ(ω) = arctg

[
.mH

(
eiω
)

j`H (eiω)

]
�GG��

0 6�'��H�#����� B���"���!#�!"� 6�%)���
J#��&�!�! &%�#�!&�#�A�! H�#����!B B���"���!#�!" =!6��&!B 6�%)���& E ��"�1
0 H�#����� B���"���!#�!"� E ����� !H�� 67�"=�A H�#���! ' ����� ��+ ��&�!� H��

#����  !#"���!'�=�8 ωd = 2πfd = 2/TdT
0 LI- �� DI- ��"�( E ����� !H�� 67�"=�8 ' ��� (� ����� ��T
0  %A 6�%)���& '  �,#�!�! "��6�=�E����! LI- 0 ����� 67�"=�A+ � DI- 0 �������

67�"=�AT
0  %A ��&��$� ��!#7 H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)��� '  �,#�!�! "��6�=�E����!

 �#!�) '� ��! 88 7 �#��&��, #�7'� H�#��� ω ∈ [0, 2π]

��;�1� 2���������� C
��0����

���&&� ��M���A ��(  �,#��� �� 7A&��� H�#�!���! ���� ���H��8 67�"=�8 6�%)���+
P� E 6�'!H�� ���%�'7E�� #!#����+ ��(�� &!#%�&!�! H���' �����&�����A 5�%)�����

@�!�7#�!��+ P� ���� ���H�� 67�"=�A H(p) E ���%��!H�� & '��"����, ���&�, ��%��
&!�� p��%�P!�! ���'�� �' 7A&��� &�##�� ���!M��� #��&&� ��M���A �p = iω�

H(iω) = R(iω) + iX(iω), �GG��

 � R(ω) = j`H(iω)+ X(ω) = .mH(iω)
Y"P� lim

ω→∞H(iω) = R(∞) = C+ �� R(ω) �� X(ω) '&�A'��� #��&&� ��M���A�!1

X(ω) = − 1
π

∞∫
−∞

R(ξ)
ω − ξ

dξ, �GGF�

R(ω) =
1
π

∞∫
−∞

X(ξ)
ω − ξ

dξ + R(∞), �G���

N� �����&�����A 0 ������������ >	������� �� �� ' ,�$� 6���� Y"P� '� ��� 7A&�
�7 H�#�!�7 X(iω)+ ��(�� � ��(��!  �,#�7 H�#�!�7 R(ω) '�  �����$�� �G��� � ��&��"!
0 7A&�7 H�#�!�7 X(ω) '�  �����$�� �GGF� 	�%�+ �� �#��&� R(ω) �� X(ω) ��(�� #6���
�7&��! 67�"=�� H(iω) � ���!���! 67�"=�� H(p) M%AB�� '����! ω → p/i

?���!"%� +

X(ω) = − 1
π

∞∫
−∞

α

α2 + ξ2

1
ω − ξ

dξ = − ω

α2 + ω2
.

C� (+

H(iω) = R(ω) + iX(ω) =
α

α2 + ω2
− i

ω

α2 + ω2
=

1
α + iω

→ H(p) =
1

p + α
.

Y"P� ��! !&!�!#A 7&�(��M�  � ����$��%�& �GGF�+�G���+ �� ����H!��+ P� &��!
��� #��&%A��)#A 7 &!$%A � ����$��%7 '$���"!

f(ω) =

∞∫
−∞

g(ξ)h(ω − ξ)dξ = g(ω) ∗ h(ω), �G���



�
 &� 3���� � ������� ���%�����4

 � h(ω) = 1/(πω)+ � g(ω) 0 =� R(ω) ��� X(ω)
���!M���

F (iω) = e−α(ω)e−iϕ(ω) = e−α(ω)−iϕ(ømega). �G���

� =)��7 #��&&� ��M���� %�$��!6��H�7 67�"=�� α(ω) = − ln |F (iω)| ��'!&���) �����(
���� ��� 
���	�" ������+ � ϕ(ω) 0 
���" 6�%)��7 ���H��M� 0 6�'�&�� '���!�"��
6�%)��7� Y"P� ���%�$��!6�7&��! &!��' �G���+ �� � ��(!��

γ(ω) = − ln F (iω) = α(ω) + iϕ(ω). �G�G�

D7�"=�8 α(ω) �� ϕ(ω) E  �,#�� �� 7A&�� H�#�!�! 67�"=�8 γ(ω) , '&�A'��� �����&�����A�
5�%)�����1

ϕ(ω) = − 1
π

∞∫
−∞

α(ξ)
ω − ξ

dξ, �G���

α(ω) =
1
π

∞∫
−∞

ϕ(ξ)
ω − ξ

dξ. �G�
�

�������� ?����� �������������� �
����� ����	� � ������


ϕ(ω) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−(kπ/2) ��� ω < −ωc,

(kπ/2)(ω/ωc) ��� − ωc ≤ ω ≤ ωc,

(kπ/2) ��� ω > ωc.

5*�,.6

/	� �� �
�&��
�	� �����		�� ��� ��	��
8 ������ α(ω) ����� �
������
������������ $��
���� τ(ω) = dϕ(ω)/dω !�1 �
��4 &����� ���!�� 	
� ϕ(ω)� �� !�1!�

dα(ω)
dω

=
1
π

∞∫
−∞

dϕ(ω)/dω

ω − ξ
dξ =

1
π

ωc∫
−ωc

kπ

2ωc

1
ω − ξ

dξ =
k

2ωc
ln
∣∣∣∣ω − ωc

ω + ωc

∣∣∣∣ .
�	�������		� ����� �
�	�		� ��1

α(ω) =

ω∫
0

k

2ωc
ln
∣∣∣∣x − ωc

x + ωc

∣∣∣∣ dx =
k

2

[
ln
∣∣∣∣ω2

ω2
c

− 1
∣∣∣∣− ω

ωc
ln
∣∣∣∣(ω/ωc) − 1
(ω/ωc) + 1

∣∣∣∣
]

.

. ��%)�� #��%!, $�7��&!, H�# τ(ω) = kπ/(2ωc) & �����&�%� H�#��� [−ωc, ωc] A&%AE
'��H�!, ������#  %A ����"�7&���A 6�%)���& C� (+ &� ��&� ��  � �)�$� 67�"=�A '$�#���A
'� 7��&! ������%)��8 6�'! ��E &�%!"� ���"�!H�� '��H���A

	%A ��$�+ P�� ��(�� �7%� '�#��#�&7&��! �����&�����A 5�%)�����  � 6�'! �� �� 7�
%A 67�"=�8 H(iω)+ ��E &!"��7&��!#) &!��$� ���%��!H��#�� 67�"=�8 γ(ω) = − ln |H(iω)|
7 ���&�, ��%�&!�� p��%�P!�! C����+ ��E �7�! ���%��!H��� , 67�"=�A+ P� E ��������
 � H(p)+ 0 1/H(p)+ � =�+ #&�E� H��$��+ �'��H�E &� #7���#�) �7%A ��� ��%�#7 67�"=�8
H(p) 7 ���&�, ��%�&!�� p��%�P!�! C�"� 67�"=�A ��'!&�E�)#A �	�	������(
�����"

�7���#�) �����&�����A 5�%)����� ��%A$�E 7 ���7+ P� &��� &!"��!#��&7E�)#A #"��
��M  %A ��A#����A+ � ��  %A ��'��B7�"�& ?� �#��&� �����&�����A 5�%)�����1 A"P�
&!'��H���  �,#�7 ��� ����7 H�#�!�! �7A&�7 ��� ������7�+ A"� '� �&�%)�A��) &!'��H��
�!� &!��$��  � �����"! #!$��%7+ �� &� ��&� �!, 6�%)�� ��!#��� #��&�� L��%�$�H��+
A"P� &� ��� ��� 6�'�+ ��� �� 7%) ������%)���6�'�&�8 67�"=�8 6�%)���+ P� ��H!#%���
7' �&( 7A&��8 �#� p��%�P!�!+ �� ��"!, 6�%)�� #��&�� �B���"���!'�&��� .�M!�! #%��
&��!+ 6�%)�� ��(�� #����"�7&��!  %A '���'��H���A &!��$ ���  � 6�'!+ ���  � �� 7%A+
� ��  � ���B � ��H�#�� � =)��7 #��#� �����&�����A 5�%)����� &#����&%�E ������!H��
����(���A ����H!B B���"���!#�!" 6�%)���
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� ��,��%)M '�$�%)���7 #��#� =!6��&!, 6�%)�� A&%AE #���� ��&�������7  � '#7&7
 !#"����7 #!#���7+ A"� ���%�'7E�)#A �� �#��&� &!"��!#����A ��!6���!H��$� ��!#����
' ����(���� ��H��#��

@���"�7&���A =!6��&�$� 6�%)��7 #"%� �E�)#A ' ��)�B �����&1
�� &!'��H���A �������!B &%�#�!&�#��, #!#���!T
�� ����"#!��=�8 =!B &!��$ �� �#��&�  !#"����!B #!#���+ P� E 6�'!H�� ���%�'7E�!�!T
G� ���%�'�=�E� #!#���! ' &!"��!#����A� ��!6���!"! �' ����(���� ��H��#��
?�'&�(��H! �� ��+ P� =� ��! ����! �� E ��'�%�(�!�!+ �#��&�7 7&�$7 �7 ��� ��!�

 �%A�!  �7$��7 ����7+ �#"�%)"! ���M!, ���� '�%�(!�) &� "��"�����$� ��!"%� ���A
C����, ���� ��'$%A���� ��'��M�

@�! 6���7%�&���� ���"�!H�!B '� �H ��,��%)M �!��&!� E &!�� �" "�%! ������
��!, =!6��&!, 6�%)�� #��A��&���  %A 6�%)���=�8 =!6��&�$� #!$��%7+ A"!, � ��(���
�' ���%�$�&�$� #!$��%7 M%AB�� 7�&�����A ����� !H�!B &!����" �!��$! A"  � ���%�$��
&!B+ ��" �  � =!6��&!B 6�%)���& H�#�� '� ���)#A & H�#�����, ��%�#��+ A"+ ����!"%� +
7 &!�� "7 H�#������&!���"�&!B 6�%)���&+ ��"!B+ A" 6�%)��! �!(��B ��� &��B��B H�#���
�� #�7$�#�� 6�%)��!

�� '� ���� H�#�����  !#"���!'�=�8 #��7"�7�7 6�%)��� ��(�� � ��(��! M%AB��
�����&�����A H�#����!B &!��$  %A ���%�$�&�$� 6�%)��� 7 H�#����� &!��$!  %A =!6���
&�$� 6�%)��� @�! =)��7 ���%�$�&� H�#���! &!'��H���)#A & $��=�B+ �  !#"����� H�#���!
0 & � !�!=AB H�#���! & �� ����B ��� "7��B � !�!H��$� "�%� �' ��H"�� z = −1+ A"� &� �
��&� �E ��%�&!�� H�#���!  !#"���!'�=�8 .#�7��)+ � ��"+ ��!"%� ���A+ & A"!B =!6��&!,
#!$��%+ P� �� %A$�E 6�%)���=�8+ �� 6���7E�)#A M%AB�� 7�&�����A ����� !H�!B &!����"
���%�$�&�8 67�"=�8 H�#7

�!'��H���A &� ��&� ��$� �����7 &!��$  %A "��"�����$� =!6��&�$� 6�%)��� E �"���
�� ����%��� ?���!"%� + 7 &!�� "7 6�%)��� �!(��B H�#��� ��"� &!��$! H�#�� ��!,���
��) &!$%A  ��7#"�& �� ��B!�"! ����"#!��=�8 c #�7$� ����7#"���A+ & ��(�B A"�8 B��
��"���!#�!"� ��E ����"#!�7&��!#) &�%!H!���+ P�  ���&��E � !�!=� ' ��B!�"�� ±δ1+
1 − δ1 ≤ ∣∣H (eiω

)∣∣ ≤ 1 + δ1+ |ω| ≤ ωp c #�7$� ������7#"���A �'���!�7&���A�+ & A"�,
B���"���!#�!"� ��E ����"#!�7&��!#A �7%)�&!� '��H���A� �' ��B!�"��+ P� E ���M��
'� δ2+ �����

∣∣H (eiω
)∣∣ ≤ δ2+ ωs ≤ |ω| ≤ π @����(�" ��( ωp �� ωs E ����B� ��� #�7�

$�� I�#���� '��'7 ωc  %A #�7$! ����7#"���A ωp ��  %A #�7$! ������7#"���A ωs '� ���
"7��&�� H�#����� z��%�P!�!

_�� '���'��H!�! ��(%!&�#�) ����"#!��=�8 � ��%)��$� 6�%)��� 7 ��"!, #��#��+ ����
�� ��"�( '��,�! ����B� �7 #�7$7 ���7%)�&�8 M!�!�!+ & A"�, B���"���!#�!"� �%�&��
#�� �E &� '��H���A 7 #�7'� ����7#"���A  � '��H���A 7 #�7'� ������7#"���A O�%)M�#�)
6�%)���&+ P� &!"��!#��&7��)#A �� ���"�!=�+ '� ���)#A ��"�� #7"7���#��  ��7#"�& ��%�
��' ����(��) �� 6�'�&7 B���"���!#�!"7�+ "��� �!B+ P� ��"%� ���)#A &!��$��! #��,�
"�#�� �� 6�'!H��8 ���%�'7E��#��

@�#%A &!'��H���A &!��$ ��#�7��!� ������ E &� M7"���A ����7 �&�� %���,��8  !#�
"�����8 #!#���!+ B���"���!#�!"� A"�8 '����E�)#A 7 ��(�B &!'��H��!B  ��7#"�& � =�E8
��H"! '��7 ����%��� ��'��B7�"7 6�%)��� #��E ����%���� ����"#!��=�8 � &!�� "7
?.-�6�%)���& �! ��&!��� ����"#!�7&��! �������7 H�#����7 B���"���!#�!"7 '�  ������
$�� ��=����%)��8 67�"=�8+ � 7 &!�� "7 �.-�6�%)��� �! ��E�� #���&7 �' ��%������%)���
����"#!��=�E�

"��� ���� ����	&��	4 �����
�� �	����	


���7"�7��� #B��! ��������8 ���%�'�=�8 =!6��&!B 6�%)���& A&%A��) #���� 7���A �
"�&��� '�E ����A �!��&!B 67�"=����%)�!B �%������& �#7�����+ �� #!%�&�H+ �%�����
'���!�"!+ ��&����� ��P��

���7"�7�� =!6��&�$� 6�%)��� &� ����(�E #��7"�7�7 �%$��!��7 �����"! #!$���
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%7 7 6�%)��� � &� ��&� �E &!$%A 7 ��'�!=�&�$� ��&�A��A ��� ���� ���H��8 67�"=�8+ P�
��!#7��)  !����"7 =!6��&�$� 6�%)���

<�'$%A���� ��"7�#!&�� 6�%)��!+  !����"� A"!B ��!#7E�)#A ��'�!=�&!� ��&�A��A�

yn =
M−1∑
k=0

bkxn−k −
N−1∑
k=1

akyn−k �G���

��� ���� ���H��� 67�"=�E�

H(z) =

M−1∑
k=0

bkz
−k

M−1∑
k=0

akz−k

=
B(z)
A(z)

. �G���

.#�7E  �"�%)"� ��'�!B 6��� ���%�'�=�8 ��"7�#!&�!B 6�%)���& �� '��H!�� ��"�1
�7 ����� �����+ A"� &� ��&� �E ��'��#��� ��, ���%�'�=�8 �G��� ��� �G���
L������� ���%�'�=�A ��A��8 6���! ��(� �7�! �� ��� 7 &!$%A � #B��! �!# 
�

"��� *�(� 3��!� ���!� ��������	��� �
�����

�7 ;�������� ����� �"�����H�� #��7"�7���+ A"7 ���!�7��) �����&�����A� ���
�� ���H��8 67�"=�8 ��"7�#!&��$� 6�%)��� �G���  � &!$%A 7

H(z) = H1(z) · H2(z) =
1

A(z)
· B(z). �G�F�

C�"� �� ���A H(z) &� ��&� �E ��#%� �&���7 '�E ����� ��!# GG� ��"7�#!&��$� 6�%)���
' ���� ���H��� 67�"=�E�

H1(z) =
1

1 +
N−1∑
k=1

akz−k

' ����"7�#!&�!� 6�%)���� ' ���� ���H��� 67�"=�E�

H2(z) =
M−1∑
k=0

bkz
−k.

@��� ���H�!� 67�"=�A� H1(z) � H2(z) &� ��&� ���) ��'�!=�&� ��&�A��A

vn = xn −
N−1∑
k=1

akvn−k,

yn =
N−1∑
k=0

bkvn−k,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�G
��
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"��� *�*� S�	�	
�	� ���!� ��������	��� �
�����

"��� *�,� S�	�	
�	� ���!� ��������	��� �
�����

A"� ��!#7��) "�����H�7 #��7"�7�7 ��"7�#!&��$� 6�%)���
N� 6���7 �#��7"�7�7� ��'!&���) "�����H���+ �#"�%)"! &��� ��E ������%)�7 "�%)�

"�#�)  !#"����!B �%������& '���!�"!+ P� ���%�'7E�)#A '�  �����$�� ��!#���8& ����A��
�7 ;�
	���� <!�
������= ����� ��"7�#!&��$� 6�%)��� Q�7��7E�)#A �� �� ����

���� ���H��8 67�"=�8 �G
�� ��"7�#!&��$� 6�%)��� 7 &!$%A �

H(z) =
L1∏

k=1

β0k + β1kz
−1 + β2kz

−2

1 + α1kz−1 + α2kz−2
=

R∏
k=1

Hk(z). �G
��

��(�!, ' %��=�$�& & �G
�� ��'!&�E�)#A ��"&� ����!� �%�"�� O�"&� ����!, �%�" E
7��&��#�%)�!, %��=�$  %A ���7 �&! �7 )�A"!B 6�%)���&

?� �!# G
 ��&� ��� "�#"� �7 6���7 ���%�'�=�8 ��"7�#!&��$� 6�%)��� ����)�$�
���A "7+ A"� E ��#%� �&�!� '�E ����A� 6�%)���  �7$�$� ���A "7 ' 6�%)���� ���M�$�
���A "7 ��(�!, ' 6�%)���& ���%�'�&��� 7 &!$%A � "�����H��8 6���!

�7 �������� ����� ���%�'�=�8 6�%)��7 A&%AE #���� ����%�%)�� '�E ����A+ P�
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"��� *�-� S�����	� ���!� ��������	��� �
����� �������� &������

&� ��&� �E �� ���� H(z) 7 &!$%A � #7�!

H(z) =
L2∑

k=1

β0k + β1kz
−1

1 + α1kz−1 + α2kz−2
=

L2∑
k=1

Hk(z). �G
��

��#"� �� 6���� ���%�'�=�8 ��"7�#!&�!B 6�%)���& '���'��H7E ��,���M!, ��&��) &%�#�!B
M7��& 6�%)���

?���"7�#!&�� 6�%)��!+  !����"� A"!B ��!#7E�)#A ��'�!=�&!�! ��&�A��A�! &!$%A 7

H(z) =
M−1∑
k=0

bkxn−k �G
G�

��� ���� ���H��� 67�"=�E�

H(z) =
M−1∑
k=0

bkz
−k �G
��

��,H�#��M� ���%�'7��)#A 7 ��A��, 6���� ���A��, #��7"�7���+ P� ��&� ��� �� �!# 
�

"��� *�.� 3��!� ���!� 	���������	��� �
�����
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	%A ���"�!H��$� '�#��#7&���A =!6��&!, 6�%)�� ��E �7�! #��,"!�+ ���+ ��!��,���+
�������� '���! &������ #��,"�$� &!"�����A 6�%)��7
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	%A B���"���!#�!"! #��,"�#�� ��(�� ��&�#�! "�%)"� &!'��H��)+ '�%�(�� &� ���
$�+ A"� �������!H�� �� �%) =!6��&�$� 6�%)��� &!"��!#��&7E�)#A  %A ��!#7  !����"!
6�%)��� ���&!+ A"!� ��E '� �&�%)�A�! �� H! ��M� �� �%) #��,"�$� =!6��&�$� 6�%)���+
��'!&���) ������	��� ��	)����	

<�'$%A���� %���,�!, =!6��&!, 6�%)�� '� #��%!�! ����������! 7 H�#�&�, ��%�#��+
 � ,�$� �� �%%� E ���7%)#�� B���"���!#�!"� h(n) K!��"� &!"��!#��&7E�)#A ������	)
��	)����	 ���� ���� �����(��!, &!B� '� ����(���$� &B� 7�

D�%)�� ��'!&���) #��,"!�+ A"P� '� �7 )�A"!B ��H��"�&!B 7��& �� �7 )�A"��7
����(����7 &B� ���7 #!$��%� x(n) &!B� �!, #!$��% y(n) ��"�( '�%!M�E�)#A ����(��
�!�+ ����� ' 7��&! |x(n)| ≤ B  %A &#�B n &!�%!&�E+ P� |y(n)| ≤ D+ B,D < ∞

?���B� ��� ��  �#����)�� 7��&�� #��,"�#�� �!�7 J�J� E ����(���#�) ���7%)#��8
B���"���!#�!"! h(n) =!6��&�$� 6�%)���1

+∞∑
n=−∞

|h(n)| < ∞, �G

�

����� ��#�%���� '��(��#�) �A 7 &� %�"�& ���7%)#��8 B���"���!#�!"!
N�, "�!����, #��,"�#�� '�&( ! '� �&�%)�AE�)#A+ A"P� ��#%� �&��#�) {h(n)} ��#�!�)

#"��H���7 "�%)"�#�) H%���&
?�&� ��!, "�!����, #��,"�#�� ��(�� '&�A'��! �' ��%�#�� ���%��!H��#�� ���� ����

H��8 67�"=�8 #!#���! �6�%)����
@��� ���H�� 67�"=�A 6�%)��� &!'��H��� & H�#�!�� . A" z������&�����A H(p)1

H(z) =
A(z)
B(z)

, �G
;�

 � A(z)+ B(z) 0 ��%����! &� z
D�%)�� H(z) ��(�� ��'$%A ��! A" ��#%� �&�� '�E ����A  &�B 6�%)���& H(z) =

H1(z)H2(z)+ H1(z) = A(z) � H2(z) = 1/B(z)+ P� &� ��&� �E ��#%� �&���7 '�E �����
�.-�6�%)��� H1(z) �' ?.-�6�%)���� H2(z)

���,"�#�) 6�%)��� H(z) '�%�(!�) ��%)"! &� #��,"�#�� 6�%)��� H2(z)+ �#"�%)"!
6�%)�� H1(z) '�&( ! #��,"!, Y"P� ��'��H!�! H���' {h2(n)} ���7%)#�7 B���"���!#�!�
"7 6�%)��� H2(z)+ ��  %A &!'��H���A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ���� ���H��8 67�"=�8
��(�� &!"��!#���! ��"� #��&&� ��M���A1

∞∑
n=0

h2(n)z−n =
1

B(z)
, �G
��

� h2(n) ��(�� � ��(��! M%AB�� ��������A

B(z) =
N−1∑
n=0

b(n)z−n.

<�'$%A���� #��H��"7 &!�� �" B(z) = 1 + kz−1 /�E��

1
B(z)

=
1

1 + kz−1
= 1 − kz−1 + k2z−2 − k3z−3 + · · · =

∞∑
n=0

(−1)n(kz−1)n. �G
��

@���&���H! "��6�=�E��! ��%A � ��"�&!B #������& z & �55�+ ��(�� ���!���! {h(n)} 7
&!$%A �

h2(n) = (−k)n. �G
F�

<A �55� '��$�E�)#A+ A"P� |k| < 1+ � ��'��$�E�)#A '� |k| > 1
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Y"P� &!'��H!�! &!�� �" |k| < 1 A" �	�	������(
�����)+ � |k| > 1 A" �����������(

�����)+ �� 6�%)�� ���M�$� ���A "7 1/(1 + kz−1) #��,"!,+ A"P� &�� E �������%)���
6�'�&!,+ � �� #��,"!,+ A"P� &�� ��"#!��%)���6�'�&!, 6�%)�� ��'��H!��+ P� A"P�
'� ��!, ��"#!��%)���6�'�&!, 6�%)�� ���M�$� ���A "7+ ��(�� '��!#��!

1
1 + kz−1

=
k−1z

1 + k−1z
�G;��

1
B(z)

=
∞∑

n=0

(−1)n(k−1z)n =
∞∑

n=0

h2(−n)zn, �G;��

 � �A 
∞∑

n=0
|h2(−n)| E '��(�!, J�(�+ ��"#!��%)���6�'�&!, 6�%)�� E ��#��,"!,+ A"P�

&�� &!"��!#��&7E�)#A  %A 6�%)���=�8 7 ����A�"7 '��#����A n � #��,"!, 0 7 ����A�"7
#�� ���A n C�"!, 6�%)�� ��%�(!�)  � "%�#7 6�%)���&+ P� ��'&��� ������������� N�,
��'7%)��� ��(�� #6���7%�&��! ��"1 "�7'�%)�!, %��=�$ ���M�$� ���A "7 E #��,"!,+
A"P� |k| < 1+ �� � A" ��"�7'�%)�!, %��=�$ ���M�$� ���A "7 #��,"!,+ "�%! |k| > 1

� '�$�%)���7 &!�� "7 B(z) E ��%���� #�����A N + A"!, ��(�� ��'"%�#�! �� ����
(�!"! ���M�$� ���A "7 1/(1 + kiz

−1)+  � ki "���%�"#�� &�%!H!�! � ��'� "�%! B(z)
��#�!�) ��%)"!  �,#�� "��6�=�E��!+ "���%�"#�!, "����) ��(� '�A&%A�!#A ��%)"! 7 ����
�' "���%�"#���#��%7H��!�+ ��(  &� ���(�!"! �7 7�) ���! � ��"�&7 6�'7+ ����� &��!
��! &� �7 7�) ��� ������%)���6�'�&!�!+ ��� ��! &� �7 7�) ��"#!��%)���6�'�&!�!

� '�$�%)���7 &!�� "7 E ��! ��'�� ��(%!&�#��1

� �#� ���(�!"! 0 ������%)���6�'�&� J�(�+ B(z) 0 ������%)���6�'�&� , 6�%)�� E
#��,"!,+ �#"�%)"! &�� E ��#%� �&�� '�E ����A #��,"!B 6�%)���&T {h2(n)} 0 "�7'�%)��
��#%� �&��#�)

� �#� ���(�!"! 0 ��"#!��%)���6�'�&� ,+ ��(�+ B(z) 0 ��"#!��%)���6�'�&�+ ��(
1/B(z) 0 ��#��,"!, 6�%)�� L%� ��"�7'�%)�!, 6�%)��+ A"!, ��#�!�) 7 A"�#�� ���
�7%)#��8 B���"���!#�!"! =)�$� ��#��,"�$� 6�%)��� &��#�� &!$%A 7 {h2(−n)}+ �����
B���"���!#�!"7 �' �������!� H�#��+ �7 � #��,"!�

G 	�A"� ���(�!"! 0 ������%)���6�'�&�+ �  �A"� 0 ��"#!��%)���6�'�&� � =)��7 ��'�
6�%)�� ��(�� ��'"%�#�! ��  &�+ � !� �' A"!B '�%!M�E�)#A #��,"!�  %A  � ���!B
n+ �  �7$!, 0  %A &� �E��!B n

�#� #"�'��� %�$"� ��A#�!�!+ A"P� ��'$%A�7�! ��'��M7&���A ��%�#�& H(z) ��7%�&
B(z)� 7 �%�P!�� '�����8 z Y"P� ��'$%A�7�! ���(�!" ���M�$� ���A "7 &!$%A 7 1/(1+
kz−1)+ ,�$� '������!" ��#�!�) �7%) 7 ��H=� z = −k Y"P� |k| < 1+ &�� E #��,"!,+ A"P�
( |k| > 1+ &�� ��#��,"!, .�M!�! #%�&��!+ A"P� ��%�# =)�$� ���(�!"� ��#�!�)#A
7#��� !�� � !�!H��$� "�%� 7 �%�P!�� '�����8 z+ &�� E #��,"!,+ A"P� ( ��%�# ��#�!�)#A
��'� � !�!H��$� "�%�+ &�� E ��#��,"!,

J#"�%)"! �7 )�A"7 67�"=�� H(z) ��(�� ��'"%�#�! �� ���(�!"! ���M�$� ���A "7+
=� �'��H�E+ P� "�7'�%)�!, 6�%)�� E #��,"!, �� � , ��%)"! �� �+ "�%! &#� ��%�#! ��#�A�)#A
&#��� !�� � !�!H��$� "�%� z��%�P!�!+ , ��#��,"!,+ "�%! ,�$� ��%�#! ��#�A�)#A ��'�
� !�!H��$� "�%� � =)��7 &!�� "7 �7 � #��,"!� ��"�7'�%)�!, 6�%)��

J�$�&�����A "�7'�%)�!B � ��"�7'�%)�!B #!#��� �� 8B�)�8 #��,"�#��  �'&�%AE ��'�
$%A�7�! ��(%!&�#�) � ��(���A ���=� 7�! �.-�6�%)���=�8 ��' &!"�!&%���A 6�'! ���
7'�%)�!, ?.-�6�%)�� �� ��(� ���! %���,�7 6�'7 	�,#��+ 6�%)�� ' %���,��� 6�'��
��&!��� ���!  �,#�7 H�#����7 B���"���!#�!"7 ' %���,���6�'�&!� ���(�!"�� N� �'���
H�E+ P� ���7%)#�� B���"���!#�!"� ��E �7�! #!����!H��� &� ��#�� '�$�%)��8 ��H"! n0
N� 7��&7 �� ��(� '� �&�%)�!�! "�7'�%)�!, 6�%)��+ ���7%)#�� B���"���!#�!"� A"�$�
���#�A$�E�)#A %!M� 7 � ���7 ����A�"7



&�&� 0�����5 ��������� �������� ���%���� ��

L%� A"P� ���=� 7�� 6�%)���=�8 ' �,#��E�)#A �� 7 ���%)���7 H�#�+ � &!"��7E�)#A A"
 �A ��  ��!�! #"��H����8  �&(!�!+ P� '����$���)#A & ����A�� "���������+ �� ��(��
���%�'7&��! 6�%)�� �' �7%)�&�� 6�'�� 7 &!$%A � ��#%� �&��$� '�E ����A "�7'�%)��$�
#��,"�$� 6�%)��� H(z) �� ��"�7'�%)��$� 6�%)��� H(z−1) ����& �+ &� ��&� ��  � &!P��
&!"%� ���$�+ A"P� 7 6�%)��� H(z) &#� ��%�#! ��#�A�)#A &#��� !�� � !�!H��$� "�%� ,+
��(�+ &�� E #��,"!,  � "�7'�%)��8 6���!+ �� 6�%)�� H(z−1) ��E &#� ��%�#! ��'� � !�!�
H�!� "�%�� � ���7 E #��,"!�+ A"P� ,�$� &!"����� 7 ��"�7'�%)��, 6���� ?� � !�!H���7
"�%� ��E�� H(z−1)

∣∣
z=eiω = H∗(z)

∣∣
z=eiω  J�(�+ "�#"� �� '�E ����A  &�B 6�%)���&  �E H��

#����7 B���"���!#�!"7
H
(
eiω
)
H∗ (eiω

)
=
∣∣H (eiω

)∣∣2 , �G;��

����� H�#����7 B���"���!#�!"7 �' �7%)�&�� 6�'��+ P�  ���&��E "&� ���7 ���%��7 ��8
B���"���!#�!"! 6�%)��� H(z)

*�*�'��� 0���� "���"������� ������� �����

@�!�=!���%)�� �#�7E "�%)"� ���� �& '��%)M���A #��,"�#�� ?�,��%)M '�7H�!� E �� �
B� + P� Q�7��7E�)#A �� &!'��H���� ��'��M7&���A ��%�#�& D7�"=�� H(z) ��(�� ' ��7�!
M%AB�� &!���7 "�����& &#��� !�� � !�!H��$� "�%�+ �  %A H(z−1) &!"��!#���! ��%�#!
��'� � !�!H��$� "�%� ���� ��$�+ '� �H7 '���'��H���A #��,"�#�� ��(�� &!��M!�! '����
��� ��%�#�& & ��%�#�� ��#��,"�#�� ��%�#��!+ P� E #!����!H���#��%7H��� &� ��#��  �
� !�!H��$� "�%�

J#�����, ���� '���'��H���A #��,"�#�� ��(�� ����&��!�! �� ��!"%� � &#�����7#"��
�H!B 6�%)���&+  %A A"!B H�#����� B���"���!#�!"�  ���&��E � !�!=�  %A &#�B '��H��)
ω �B ��(�� ���7 7&��!+ &!"��!#��&7�H! "�#"� �� '�E ����A %��=�$�& �' B���"���!�
#�!"�� &!$%A 7

H(z) =
z−1 − a∗

1 − az−1
. �G;G�

���! ����) &'�E��� #��%7H��� ��%�#! � �7%�
C���� ��'$%A���� ��������%)���6�'�&7 #!#���7 H(z)+ A"� ��E+ ��!�����+  &� ���

%�#! ��'� � !�!H��$� "�%� 7 ��H"�B z0 �� z∗0 +  � |z0| > 1 C� � H(z) ��(�� '��!#��! 7
&!$%A �

H(z) =
Hm(z)

(1 − z0z−1)(1 − z∗0z−1)
, �G;��

 � Hm(z) 0 ������%)���6�'�&!, ���(�!" H(z) ��(�� ��"�( &!��'!�! 7 &!$%A �

H(z) = Hm(z)
1

1 − z0z−1

1
1 − z∗0z−1

z−1 − z0

z−1 − z0

z−1 − z∗0
z−1 − z∗0

= Hmin(z)
z−1 − z0

1 − z∗0z−1

z−1 − z∗0
1 − z0z−1

,

�G;
�
 � H(z) ���%�'7E�)#A 7 &!$%A � "�#"� ��$� '�E ����A ������%)���6�'�&�$� %��=�$�
Hmin(z) ��  &�B &#�����7#"��H!B %��=�$�& /�(�� ��H!�!+ P� =A ������%)���6�'�&�
67�"=�A ��E ��"7 #��� ���%��7 �7 B���"���!#�!"7 �� � !�!H���7 "�%�+ P� , H(z)+ �
P� &��� � ��(7E�)#A '������ ��%�#�& ��'� � !�!H��$� "�%� #!����!H���#��%7H��!�!
��%�#��!



���&�� �

�'�'".����$� ��%-���

J ��E� �' �#��&�!B �#��%!&�#��, =!6��&!B �.-�6�%)���& E ��(%!&�#�) ���7 7&��
�! 8B ��"+ P�� &��! ��%! %���,�7 6�'7 N� �'��H�E+ P� 8B�� H�#����7 B���"���!#�!"7
��(�� ��'$%A ��! A"  ��7��" ���(�!"�+ A"!, &� ��&� �E H!#��, '���!�=�+ �� ���(�!�
"�+ A"!, E  �,#�!, ��� H!#�� 7A&�!, <�'$%A���� ����� 7��&!+ A"!� ��E '� �&�%)�A�!
 �,#�� ���7%)#�� B���"���!#�!"� {h(n)}+ P�� ���! 6�%)��! �' %���,��� 6�'��

$��� 5������������� ���������
��� �	����	


@���%�H!�� �#��&�� ����&�$! �.-�6�%)���&+ A"� #��!A��) 8B &!&H���A �� '�#��#7�
&���A1

� �.-�6�%)��! %�$"� #�&���&��! ' %���,��� 6�'�&�� B���"���!#�!"�� � ��$��
�)�B &!�� "�B+ "�%! ����"�7E�)#A 6�%)�� '  �&�%)��� ���%��7 ��� B���"���!#�!"��+
=� #���P7E '� �H7 ����"#!��=�8 D�%)��! ' %���,��� 6�'�&�� B���"���!#�!"�� �#��
�%!&� &�(%!&� 7 �!B &!�� "�B+ "�%! E ������� &��B�&7&��!  !#���#�,�� &!"�!&%���A+
A"� ��&�A'��� �' ��%���,��#�� 6�'�&�8 B���"���!#�!"! �����!"%� + ��! ���� �H�  ��!B�

� �.-�6�%)��! ��(�� �6�"�!&�� �7 7&��! A" '� ��"7�#!&���+ ��" , '� ����"7��
#!&��� #B����!

G �.-�6�%)��!+ P� ���%�'7��)#A ����"7�#!&��+ ����� '�  �����$�� ��A��8 '$���
�"!+ '�&( ! #��,"�

� @�! ����"7�#!&��, ���%�'�=�8 �.-�6�%)���& M7�! �"�7$%���A+ P� &!�!"���)
&��#%� �" ��!6���!H�!B �����=�, '� #"��H���� ��H��#��+ %�$"� ������'7&��!

@���%�H!�� , �� �%�"! �.-�6�%)���&
� 	%A ����"#!��=�8 6�%)���&+ H�#����� B���"���!#�!"! A"!B ����) $�#��� '��'!+

�������� ���7%)#�� B���"���!#�!"� ' &�%!"�� "�%)"�#�� &� %�"�& N  C��7 ��! &!"��!�
#����� '&!H�,��8 '$���"! ����� &!"��7&��! &�%!"!, ��#A$ ��H!#%��)

� ����!�"� & �.-�6�%)���B ' %���,��� 6�'�&�� B���"���!#�!"�� �� '�&( !  ��
��&��E =�%��7 H!#%7 �����&�%�&  !#"���!'�=�8

�$� �� ' ��� #��&%���A� %���,��8  !#"�����8 #!#���! 7 &!$%A � �55�+ &!B� �!, #!�
$��% ����"7�#!&��$� 6�%)��7 '�%�(!�) ��%)"! &� &B� ��$� #!$��%7 , �� '�%�(!�) &� 
������ ��B '��H��) &!B� 7+ �����

yn =
N∑

k=0

akxn−k. ����

Y"P� �� &B� ����"7�#!&��$� 6�%)��� �� ��! � !� ���7%)# xn = 1 "�%! n = 0
�� xn = 0 "�%! n �= 0+ �� &�$�&� "��6�=�E��! 6�%)��� '�A&%A��)#A A" &!B� �!, #!$��%
yn @�#%A (2N + 1) ��"��& &�%!& &B� ��$� #!$��%7 �� &!B� �!, '�!"�E ?���"7�#!&�!,
6�%)�� ��E #"��H���!, ���7%)#�!, &� $7"



'��� 6������������ ����������� ���%���� ��

@��� ���H�� 67�"=�A ����"7�#!&��$� 6�%)��� ��E &!$%A 

HH(z) =
N−1∑
l=0

blz
−l. ����

I�#����7 B���"���!#�!"7 ����"7�#!&��$� 6�%)��� � ��(!��+ A"P� & ���� ���H��,
67�"=�8 ���� &!"���E�� '����7 z = eiωT 

HH(eiωT ) =
N−1∑
l=0

ble
−ilωT . ��G�

/� 7%) "���%b�"#��8 H�#�����8 B���"���!#�!"!

A(ω) = |HH(eiωT )|,
P� ��E ��'&7 ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! �LI-� 6�%)���+ &!'��H�E ���%��7 7
&!B� ��$� #!$��%7 #��,"�$� 6�%)��� & 7#��%����7 ��(!�� ��! &B� ���7 #!$��%� x(nT ) =
einωT 

L�$7���� "���%�"#��8 H�#�����8 B���"���!#�!"!

Φ(ω) = \]^[HH(eiωT )],

P� ��E ��'&7 6�'�H�#�����8 B���"���!#�!"! �DI-� 6�%)���+ &!'��H�E 6�'7 &!B� ��$�
#!$��%7 #��,"�$� 6�%)��� ��! &B� ���7 #!$��%� x(nT ) = einωT 

JH�&! ��+ P�  %A 6�%)��� '  �,#�!�! "��6�=�E����! #���&� %!&� #��&&� ��M���A1

AH(ω) = |HH(eiωT )| =

√√√√(N−1∑
l=0

bl cos(lωT )

)2

+

(
N−1∑
l=0

bl sin(lωT )

)2

=

=

√√√√N−1∑
m=0

N−1∑
k=0

bmbk cos((m − k)ωT ); ����

ΦH(ω) = \]^[HH(eiωT )] = − arctg

N−1∑
l=0

bl sin lωT

N−1∑
l=0

bl cos lωT

. ��
�

5�7��&!, H�# 7��&�%)����A+ A"!,  ���&��E H�#7 '���!�"! & 7#��%����7 ��(!��
&!B� ��$� #!$��%7 6�%)��� &� ��#�� &B� ��$� #!$��%7 x(nT ) = einωT + &!'��H�E�)#A '�
6���7%��

τ(ω) = −dΦ
dω

. ��;�

?� ���"�!=� �� H�# ��'��B7�"7 �.-�6�%)���& ����B� �� #���$� %���,�� 6�'�&�
B���"���!#�!"� N� �'��H�E+ P� 6�'�&� B���"���!#�!"� ��&!��� ���! &!$%A 

θ(ω) = −αω, ����

 � α 0#��%� '���!�"�+ P� &!��(�E�)#A H���' H!#%� �����&�%�&  !#"���!'�=�8 C� � ���
(�� '��!#��!1

H(eiω) = ± ∣∣H(eiω)
∣∣ e−iαω. ����

@�!��&���H!  �,#�� �� 7A&�� H�#�!�!+ � ��(!��1

± ∣∣H(eiω)
∣∣ cos(αω) =

N−1∑
n=0

h(n) cos(ωn); ��F�

± ∣∣H(eiω)
∣∣ sin(αω) =

N−1∑
n=0

h(n) sin(ωn). �����



�

 '� ���������� ���%���

@� �%!�� ���M7 ��&��#�) ��  �7$71

sin(αω)
cos(αω)

= tg(αω) =

N−1∑
n=0

h(n) sin(ωn)

N−1∑
n=0

h(n) cos(ωn)
. �����

N� ��&�A��A E �"&�&�%����!� ��"��71

N−1∑
n=0

h(n) sin[(α − n)ω] = 0. �����

<�'&�A'�" =)�$� ��&�A��A '� �&�%)�AE 7��&��1

α =
N − 1

2
. ���G�

h(n) = h(N − 1 − n), 0 ≤ n ≤ N − 1. �����

���&� ���G� �'��H�E+ P�  %A "�(��$� N �#�7E ��%)"! � �� '���!�"� α+ "�%! ��(�
 �#A$��!#) #���$� %���,��#�) 6�'�&�8 B���"���!#�!"! 6�%)��� .' 7��&! ����� &!��"�E+
P� ��! '� ����7 α+ A"� '� �&�%)�AE 7��&7 ���G�+ ���7%)#�� B���"���!#�!"� ��E �7�!
#!����!H���

�!"��!#����A 7��& ���G� �� ����� #%7M�� ��'$%A�7�! �"����  %A &!�� "�& ����
��$� �� �������$� N  Y"P� N �������+ �� α 0 =�%�+ ����� '���!�"� 6�%)���  ���&��E
=�%��7 H!#%7 �����&�%�&  !#"���!'�=�8 N���� #!�����8 B���"���!#�!"!  ���&��E α �=��
%��7 H!#%7 �����&�%�&  !#"���!'�=�8� � &!�� "7 �����$� N α �7 � ��=�%!� � =����
#!�����8 �7 � ��#�!�!#) &#��� !�� �����&�%7  !#"���!'�=�8

�$� �� 7��&� ����  %A %���,��#�� 6�'�&�8 B���"���!#�!"! 6�%)��� ��������+ P��
6�%)�� ��& #��%!�! A" $�7��&7+ ��" � 6�'�&7 '���!�"! I�#�� �7&�E  �#!�)+ P�� ��%)�
"! $�7��&� '���!�"� �7%� #��%��+ 6�'�&� B���"���!#�!"� A"�$� A&%AE�)#A "7#�H���
%���,��� 67�"=�E� H�#���!+ �����

θ(ω) = β − αω. ���
�

� =)��7 &!�� "7 ��&!, E !�!, ��'&�A'�" '� �&�%)�AE ��"!� 7��&��1

α =
N1

2
, ���;�

β = ±π

2
, �����

h(n) = −h(N − 1 − n), 0 ≤ n ≤ N − 1. �����

D�%)��!+ P� '� �&�%)�A��) 7��&�� �����+ '��&7 #�&�����) '���!�"7 & N−1
2 ������

&�%�&  !#"���!'�=�8+ �%� 8B�� ���7%)#�� B���"���!#�!"! ���!#!����!H�� &� ��#�� =����7
J�(�+ '�%�(�� &� '��H���A N �� &! 7 #!�����8 ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ���

(%!&� H��!�! ��'�!B &! ! �.-�6�%)���& ' %���,�!�! 6�'�&!�! B���"���!#�!"��!

�������� 0��� H(z) = 2 + 0, 5z−1 − z−2�

HH(eiωT ) = 2 + 0, 5e−iωT − e−i2ωT .

AH(ω) =
√

(2 + 0, 5 cosωT − cos 2ωT )2 + (0, 5 sinωT − sin 2ωT )2.

ΦH(ω) = − arctg
0, 5 sinωT − sin 2ωT

2 + 0, 5 cosωT − cos 2ωT
;

τ(ω) =
1

A2
H(ω)

[(2 + 0, 5 cosωT − cos 2ωT )(0, 5T cosωT − 2T cos 2ωT )−

− (0, 5 sinωT − sin 2ωT )(−0, 5T sin ωT + 2T sin 2ωT )].



'��� 6������������ ����������� ���%���� �
�

� 6���7% ����0��;� &!��"���) ��"� �#��&�� &%�#�!&�#�� H�#����!B B���"���!#�!"
6�%)���& '  �,#�!�! "��6�=�E����!

� �#� H�#����� B���"���!#�!"! A&%A��) #���� ����� !H�� 67�"=�8 H�#���! ω ' �����
� �� ωD = 2π/T 

� L��%��7 ���H�#����� B���"���!#�!"� A(ω) �� $�7��&!, H�# '���!�"! τ(ω) E ����
�!�! 67�"=�A�! H�#���! ω+ � 6�'�H�#����� B���"���!#�!"! Φ(ω) 0 �������� 67��
"=�� H�#���!

� =!B &%�#�!&�#��, &!��"�E+ P� &!��$!  � H�#����!B B���"���!#�!" ��! #��%��7
T #%� '� �&��! %!M� �� �����("7 [0, π/T ]

$��� ���������
�	 �	����� & �	�	!��6 �75

	%A 6�%)���& &! 7 � �#!����!H�� ���7%)#�� B���"���!#�!"�T ������� N� #���&��
 %!&� #��&&� ��M���A1

HH1(eiωT ) = e−iKωT
K∑

l=0

cl cos lωT ;

AH1(ω) =

∣∣∣∣∣
K∑

l=0

cl cos lωT

∣∣∣∣∣ ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

���F�

 � K = (N − 1)/2+ c0 = bK + cl = 2bK−l+ l = 1,K  cl = 2h[(N − 1)/2− l]+ c0 = h[(N − 1)/2]
	%A 6�%)���& &! 7 � �#!����!H�� ���7%)#�� B���"���!#�!"�T ����� N� #���&� %!&�

#��&&� ��M���A1

HH2(eiωT ) = e−i(K+1/2)ωT
K∑

l=0

cl cos(l + 1/2)ωT ;

AH2(ω) =

∣∣∣∣∣
K∑

l=0

cl cos(l + 1/2)ωT

∣∣∣∣∣ ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�����

 � K = (N − 1)/2+ cl = 2bK−l+ l = 0,K T cl = 2h[N/2 − l]+ l = 1, N/2
�� '��H!��+ P� H∗(eiω) = 0 "�%! ω = π ��'�%�(�� &� '��H��) c(n) ���� h(n)�

�&� #! &!��"�E+ P� 6�%)��! =)�$� �!�7 �� ��(�� &!"��!#��&7&��!  %A ����"#!��=�8
H�#�����8 B���"���!#�!"!+ A"� &� ��'�AE�)#A &� �7%A "�%! ω = π �����!"%� + ��!
����"�7&���� 6�%)���& &��B��B H�#����

	%A 6�%)���& &! 7 G ����!#!����!H�� ���7%)#�� B���"���!#�!"�T ������� N� #����
&� %!&� #��&&� ��M���A1

HH3(eiωT ) = e−iKωT
K∑

l=0

cl sin lωT ;

AH3(ω) =

∣∣∣∣∣
K∑

l=0

cl sin lωT

∣∣∣∣∣ ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�����

 � K = (N − 1)/2+ c0 = bK = 0+ cl = 2bK−l+ l = 1,K 
H∗(eiω) = 0 "�%! ω = 0 � ω = π ��'�%�(�� &� '��H��) h(n) O�%)M ��$�+ ���(�!"

eiπ/2 = i ��"�'7E+ P� ��' 7��B7&���A ���(�!"� �' %���,�!� '����&���A� 6�'! H�#�����
B���"���!#�!"� A&%AE�)#A H!#�� 7A&��� 67�"=�E� C��7 =�, &! 6�%)���& ��%)M� '�
&#� $� !�)#A  %A ����"�7&���A �����&���&�H�& 5�%)����� ��  !6����=������&



�
� '� ���������� ���%���

	%A 6�%)���& &! 7 � ����!#!����!H�� ���7%)#�� B���"���!#�!"�T ����� N� #����
&� %!&� #��&&� ��M���A1

HH4(eiωT ) = e−i(K+1/2)ωT
K∑

l=0

cl sin(l + 1/2)ωT ;

AH4(ω) =

∣∣∣∣∣
K∑

l=0

cl sin(l + 1/2)ωT

∣∣∣∣∣ ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�����

 � K = (N − 2)/2+ cl = 2bK−l+ l = 0,K 
@��� ���H�� 67�"=�8 H(z) 6�%)���& 7#�B H��!�)�B &! �& ��(7�) ���! �7%�+ P� ���

#�A�)#A &#��� !��+ �� �� '�&�� � !�!H��$� "�%� �� z��%�P!��
������� �������	��� ��������#��� 
���	� HHk(z)?

HHk(z) = H1(z)H2(z)H3(z);

|H1(eiωT )| = |H2(eiωT )|.

}
���G�

?7%� H1(z) #��&�� ���) ��� �' �7%A�! HHk(z)+ A"� ��#�A�)#A &#��� !�� � !�!H��$�
"�%�+ ��� ' �7%A�! HHk(z)+ P� ��#�A�)#A �� "�%� � ����) ����7 "�����#�)T �7%� H2(z)
#��&�� ���) ��� ' �7%A�! HHk(z)+ A"� ��#�A�)#A ��'� � !�!H��$� "�%�+ ��� ' �7%A�!
HHk(z)+ P� ��#�A�)#A �� � !�!H���7 "�%� � ����) ����7 "�����#�)T H3(z) = >UVWX ���
�7%� H3(z) #��&�� ���) �' �7%A�! HHk(z)+ P� ��#�A�)#A �� � !�!H���7 "�%� � ����)
������7 "�����#�)

$�"� 8���
�	 ����� �������
���� ���������
��� �	����	


@��M!, ���� 0 6���7%�&���A '� �H� ����"#!��=�8 0 #"%� �E�)#A ' ��"!B "��"�&1

• &!��� �!�7 6�%)��� �' %���,��� DI- &!'��H���$� �!�7 ��� ������%)���6�'�&�$��T

• &!��� ����"#!�7�H�8 67�"=�8 Φ(w, c)+ '��H���A A"�8 &!'��H���) �������7 B����
"���!#�!"7 6�%)���+ ����!"%� + LI- w = ωT/2π 0 �����&��� H�#����+ c 0 &��
"��� "��6�=�E���&+ A"!, #��&�� �E �' &�"����� "��6�=�E���& b+ ���  �#!�) ���#��
'&�A'��!, ' �!�T

• &!'��H���A 67�"=�8 B(w)+ P� ����"#!�7E�)#A+ A"� '� �E &!��$!  � '� ���8 B����
"���!#�!"!T

• &!��� "�!����� ����"#!��=�8+ ����� 7��H����A '��#�7 ���%!(���8 ��&��#��

Φ(w, c) ≈ B(w) �����

'� '� ��!�! '��H���A�! wT

• &!'��H���A &�$�&�8 67�"=�8 ����"#!��=�8 q(w)+ A"� '� �E &!��$!  � ��H��#�� 6���
�7%�&���A '� �H� ���%!(���$� ��'&�A'"7 �����

/���� ���M�$� ����7 E �������!H�� 6���7%�&���A '� �H� ��H!#%���A &�"���� c
'� '� ��!�! &!��$��!  � B���"���!#�!" 6�%)���

	�7$!, ���� 0 ��'&�A'���A '� �H� ����"#!��=�8 0 #"%� �E�)#A ' ��"!B "��"�&1

• �=��"! ����B� ��$� ���A "7 6�%)��� N T

• ��H!#%���A &�"���7 "��6�=�E���& cT



'�&� 7������ ���� ����������� ����������� ���%���� �
�

• ����&��"! "�!����� � ��(���A ��'&�A'"7 �&!"�����A '� ��!B &!��$  � B���"���
�!#�!" 6�%)���� Y"P� &!��$!  � B���"���!#�!" &!"��7��)#A+ �� '� &�"�����
"��6�=�E���& c &!'��H�E�)#A &�"��� b �  �7$!, ���� '�&��M7E�)#A Y"P� ( &!���
$!  � B���"���!#�!" �� &!"��7��)#A+ �� ����B� �� ��&���7�!#A  �  �7$�$� "��"7
� ��H!#%!�! &�"��� c  %A ��%)M�$� '��H���A N 

/����  �7$�$� ����7 E &!'��H���A &�"���7 "��6�=�E���& 6�%)��� b
?�#�7��� ����! #��#7��)#A ��������8 ���%�'�=�8 6�%)���
C����, ���� 0 ��H!#%���A ��'�A ��#�� sk "��6�=�E���& ���� ��'�A ��#�� ��$�#���&

@�@� 0 '�%�(!�) &� &!�����8 �%�������8 ��'! @�! ���%�'�=�8 6�%)��� �� #��=��%��
'�&����7 ��"�����=�#��� �!�7 p2q '��H���A sk '� ��� � '�%!M�E�)#A ����&��!�!+ H!
&!"��7��)#A &!��$!+ P� '� ���  � B���"���!#�!" 6�%)��� Y"P� &��! &!"��7��)#A+ ��
#%� ����,�!  � H��&����$� ����7+ A"P� �� 0 �� ��&���7�!#A  �  �7$�$� ����7 , '��%)M!�
�! N  Y"P� 6�%)�� ���%�'7E�)#A �� �.� '�$�%)��$� ��!'��H���A ��� �� 7��&��#�%)�!B
��"�����=�#���B+ �� ����B� �� ������'7&��! '��H���A sk M%AB�� ,�$� '���M���A  ��!+
 �"! '� ��� &!��$!  � B���"���!#�!" ����#���7�) &!"��7&��!#)

?� H��&�����7 ����� ��H!#%���)#A ��'�A ��#�� ��$�#���& ������!&��8 ����A�� ���
"!� H!���+ P�� ���7(��#�) &%�#�!B M7��& 6�%)��7 �7%� ���M� '� ���7(��#�) M7�7
�� &B� �

?� ��A���7 ����� ' �,#��E�)#A #B���� ���%�'�=�A 6�%)��7 �� ������, �%�������,
��'�

$�$� �����6
���� &���+ ���������	4

&�&��� ������
< �������#��
<

/���� &!��M���A '� �H� ����"#!��=�8 E &!'��H���A "��6�=�E���& bk ���� ���H��8
67�"=�8 6�%)��� L���"#!�7�H� 67�"=�A Φ(w, c) ��E '� �&�%)�A�! &!��$��1

• &�"��� c ��E �7�! '&�A'��!� '�%�(��#��+ P� E ��,���#��M�� ' ��(%!&!B+ �' &��
"����� "��6�=�E���& bT

• '�%�(��#�) 67�"=�8 Φ(w, c) �' &�"����� c ��E �7�!  �#!�) ���#���T

•  %A '� ��!B '��H��) w ��E &!"��7&��!#) �����

?�,��%)M ���#��� , '�7H���  %A &!��M���A ����"#!��=�8 E %���,�� '�%�(��#�)
67�"=�8 Φ(w, c) &� &�"���� c1

Φ(w, c) = cϕϕϕ(w) =
K∑

l=0

clϕl(w). ���
�

C�"� �� ���A 67�"=�8+ P� ����"#!�7E+ ��'!&�E�)#A ��'"%� ���A� !�������@-����
.#�7��)  &� �#��&�!B "�!����8+ P� 7��H����) '��#� �����1

• #��� �)�"&� ���!H�!, "�!����,

α2∫
α1

q(w)[B(w) − Φ(w, c)]2dw → min ���;�

• ��,"��P!, ��&������!, �H��!M�&#)"!,� "�!����,

max
α1≤w≤α2

q(w)|B(w) − Φ(w, c)| → min . �����



�
� '� ���������� ���%���

N� "�!����8 ��(7�) '�#��#�&7&��!#) � ��'�� 0 "�(�!,  %A &� ��&� ��8 ��%�#�� H��
#���

��$�%)�!, ��!�=!� &!'��H���A 67�"=�8 &�$! q(w) ��%A$�E 7 ��"��71 H!� ��H��M�
��E &!"��7&��!#) ����� "�%! w = wd+ �!� ��%)M!� ��E �7�! '��H���A q(w) @�! &!�
"��!#����� "�!����A ���;�  %A �"���!B �� �����&�%�& H�#��� α1j ≤ w ≤ α2j '� ���)#A
'��H���A εj ��"�+ P�� �� =!B �� �����&�%�B &!"��7&�%�#) ����&��#�)

|B(w) − Φ(w, c)| ≤ εj . �����

C� �  %A j�$� �� �����&�%7

q(w) = R/εj , ���F�

 � R 0  �&�%)�� #��%� ����(�!"+ P� ����7E�+ '�$�%)��  %A &#�B �� �����&�%�&

&�&��� ��0
����
 	
����� ( �
�
���7 �)�

	%A =!B 6�%)���& 67�"=�8+ P� ����"#!�7��)+ ����) &!$%A 1 & #�7$�B ����7#"���A
B(w) = 1T & #�7$�B '���!�7&���A B(w) = 0T & �����(�!B #�7$�B '��H���A B(w) ��
'� ��� � ��(� �7�! ��!,�A�� �7 )�A"!� & ��(�B &� �  � �

�������� ��� ?0T

B(w) =

{
1 ���� 0 ≤ w ≤ w�R �!��� &��&����		�

0 ���� w� ≤ w ≤ 0, 5 R �!��� �����!���		�.

9&�����!�8�� ��	��
� !�1 ������2
�� 	�&��	��� N

Φ(w, c) =
K∑

l=0

cl cos l2πw, 5,�*K6

&����!� K = (N − 1)/2� bl = cK−l/2� l = 0, K − 1� bK = c0 5��
�	� 5,�#Q66=
�� &��	��� N

Φ(w, c) =
K∑

l=0

cl cos(2l + 1)πw, 5,�*#6

&����!� K = (N − 2)/2� bl = cK−l/2� l = 0, K 5��
�	� 5,�(K66�

&�&��� �
����� 
( �
���#� �#���#� ( �
�
���7 �)�

Y"P�  %A D?I w� + w� = 0, 5+ q(w) = q(0, 5 − w)+ P� �'��H�E+ P� &!��$!  �
��H��#�� ����"#!��=�8 & #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A � ��"�&�+ �� N 0 �������+
�� ��! &!��M���� '� �H� ����"#!��=�8 &� ��&� ��  � "�!����� ���;� ��� ����� H�#�!��
"��6�=�E���& cl &!A&%AE�)#A &� ���� '�' �%�$� )1

c0 = 0, 5; c2l = 0; 2 ≤ 2l ≤ K. ��G��

C�"� 6�%)��! ��'!&���) ��&��#�7$�#�!�! ��� ����&#�7$�#�!�!+ 7 =!B 6�%)���& N =
3 + 4l+ l = 0, 1, . . . , B���"���!#�!"!+ A"� ���%�'7��)#A+ E "��P!�!+ ��( 7 '&!H�,�!B
&!���"�&!B 6�%)���& ' %���,��� DI-1

L0 = N − 1; Ln = (N − 3)/4 + 1; Vy = (N − 3)/4 + 1; Vc = (N + 1)/2.

�@�! &!'��H���� '��H��) Vy c0 = 0, 5 �� &��B�&7&�%�#)+ �#"�%)"! ���(���A �� =� H!#%�
E �"&�&�%����!� � ���7 '#7&7�



'�'� "�����4����� )���� �����������5 �
�

&�&�&� "
�
#�����.	�(��
 	
�����

	%A ������%)���6�'�&!B 6�%)���& 6���7%���)#A  &� �#��&�� '� �H� ����"#!��=�8
� ���M�, '� �H� '� ��� LI- A(w) �� DI- Φ(w) 6�%)���T ����� &!'��H!�! H(z) ��"+
P�� &!"��7&�%!#) ���%!(��� ��&��#��

|H(ei2πw)| ≈ A(w);

\]^ [H(ei2πw)] ≈ Φ(w).

}
��GG�

@�! =)��7 '����&� (7��)#A 67�"=�8+ P� ����"#!�7��)#A1

B1(w) = A(w) cos Φ(w); B2(w) = A(w) sin Φ(w). ��G��

�� 67�"=�8+ P� ����"#!�7��)1

Φ1(w,b) =
N−1∑
l=0

bl cos l2πw; ��G
�

Φ2(w,b) =
N−1∑
l=0

bl sin l2πw. ��G;�

C���� '���#�) ��GG� ��'$%A ���)#A �"&�&�%����� 8� ���%!(��� ��&��#��

Φ1(w,b) ≈ B1(w);
Φ2(w,b) ≈ B2(w)

}
��G��

�  �7$�, '� �H� ��'$%A �E�)#A '�& ���A %!M� LI- A(w)+ � DI- ��(� �7�!  �&�%)�
��� � =)��7 &!�� "7 67�"=�8+ P� ����"#!�7��)#A �� ����"#!�7��)+ ����) &!$%A 1

B(w) ≈ A2(w); ��G��

Φ(w, c) =
K∑

l=0

cl cos l2πw. ��GF�

@�!H��7 67�"=�A Φ(w, c) �� ��&!��� ���!  �,#�!B "�����& �������8 "�����#�� C� �+
&!"��!#��&7�H! ���F�+ ��(�� ���7 7&��! 67�"=��

H ′(z) =
N−1∑
l=0

b′lz
−l �����

�N 0 ��������+ ��H!#%!�! "����� H ′(z) �� ���7 7&��! ���� ���H�7 67�"=�� H(z) M7"��
��$� ������%)���6�'�&�$� 6�%)��� ��"+ P�� "����� H(z) #��&�� �%! �' "����A�! H ′(z)+
A"� ��#�A�)#A &#��� !�� �� �� "�%� � !�!H��$� �� �7#7 & "���%�"#��, z��%�P!�� C� � '
����� &!��"�E+ P�

H(ei2πw)| ≈ A(w). �����

$�'� 9����� 
��	:���� &���+ ���������	4

/��� ! &!��M���A ��#�� '&�A'��� ' "�!����A�! ����"#!��=�8 ��%�(�� &� "�!�����+
P� &!"��!#��&7E�)#A+ 8B ��(�� ��' �%!�! �� ��! $�7�! @��M� $�7�� &� ��&� �E #����
 �)�"&� ���!H���7 "�!����� � ��%A$�E 7 &!"��!#����� ���� 7 ��'"%� ���A & �A D7��E
�� ���� 7 ��,���M!B "&� ����&+  �7$� 0 ��,"��P��7 ��&��������7 �H��!M�&#)"��7�
"�!�����+ P� ���%�'7E�)#A �%$��!���� <���'� ���  �A"!�! ��M!�! �%$��!����!+ A"�
&!"��!#��&7��)#A ����&�A�� �� "� 	� ����)�8 $�7�! ��%�(��) ���� !+ P� Q�7��7��)#A
�� &!"��!#����� ��M!B "�!����8& ����"#!��=�8+ A"� ����&�A�� �� "� &!"��!#��&7��)#A
��! ����"�7&���� 6�%)���&



�
� '� ���������� ���%���

&�,��� "���� (��+�����

?�,���#��M!, �� B�  � ��'��B7�"7 �.-�6�%)���& '&� !�)#A  � � ��(���A ���7%)�
#��8 B���"���!#�!"! #"��H����8  �&(!�! M%AB�� 7#�"����A ��#%� �&��#�� ���7%)#��8
B���"���!#�!"! ��#"��H����8  �&(!�!

Y"P� ��!�7#�!�!+ P� Hd(eiω) E � ��%)��� ��������� H�#������ B���"���!#�!"��+
��

Hd(eiω) =
∞∑

n=−∞
hd(n)e−iωn, �����

 � hd(n) 0 &� ��&� �� ��#%� �&��#�) &� %�"�& ���7%)#��8 B���"���!#�!"!+ �����

hd(n) =
1
2π

π∫
−π

Hd(eiω)eiωndω. ���G�

��$�%��+ Hd(eiω)  %A H�#������&!���"�&�$� 6�%)��� ��(� �7�! "7#"�&��#��%�� ' ��'�
�!&��! �� ��(�B ��( #�7$��! � ��"!B &!�� "�B ��#%� �&��#�) hd(n) ��E ��#"��H���7
 �&(!�7 � ��E �7�! 7#�"����  %A � ��(���A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! Hd(eiω) '�  ��
����$�� �A �& D7��E+  � ��#%� �&��#�) hd(n) &!"��7E ��%) ["��6�=�E���& D7��ES C�"!�
H!���+ ����"#!��=�A '� ��!B &!��$ � ��%)��$� 6�%)��� '�  �����$�� 7#�"����A � ��%)�
��8 ���7%)#��8 B���"���!#�!"! E ����(���  �#%� (���� '��(��#�� �A �& D7��E 	����
&� ��!� ���A��A� =�E8 �����8 E ���+� >	���� 0 A&!P� ����&�������8 '��(��#�� �A �&
D7��E

Y"P� hd(n) ��E ��#"��H���7  �&(!�7+ �� E !�!� M%AB�� � ��(���A ���7%)#��8
B���"���!#�!"!+ P� E 6�'!H�� ���%�'7E���+ E ���#�� 7#�"����A h(n)1

h(n) =

{
hd(n), 0 ≤ n ≤ N − 1,
0 & ��M�� &!�� "�&.

�����

�'�$�%� h(n) ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A �  ��7�"7 ��������8 ���7%)#��8 B���"���
�!#�!"! �� [&�"��S #"��H����8  �&(!�! w(n)+ �����

h(n) = hd(n)w(n), ���
�

 �

w(n) =

{
1, 0 ≤ n ≤ N − 1,
0 & ��M�� &!�� "�&.

���;�

@�! &!"��!#����� ������! ��� "���%�"#�7 '$���"7 &! ��+ P�

H(eiω) =
1
2π

π∫
−π

Hd(eiθ)W
(
ei(ω−θ)

)
dθ. �����

N� �'��H�E+ P� H
(
eiω
)
E "�7$�&�� '$���"�� ��������8 H�#�����8 B���"���!#�!"! �'

�����&�����A� D7��E [&�"��S C��7 H�#����� B���"���!#�!"� H
(
eiω
)
�7 � [��'�!���S

&��#�E� ��������8 B���"���!#�!"! Hd

(
eiω
)
�� M!�!�� &�"�� ?� �!# �� ��&� ��� �!��&�

67�"=�8 Hd

(
eiω
)
�� W

(
eiω
)
� %A '�7H��#�� &� ����(���A ���=�#7 '$���"! &��! ��"�'���

A"  �,#�� 67�"=�8�
.' ����� &! ��+ P� A"P� W

(
eiω
)
A&%AE�)#A &7')"�� ����&�A�� '� '����&���A�!

Hd

(
eiω
)
+ �� H

(
eiω
)
�7 � [�� �����S  � Hd

(
eiω
)


J�(�+ &!��� &�"�� &!'��H�E�)#A &!��$�� ���! w(n) ������%)�� ��(%!&�8  �&(!�!
 %A ��$�+ P�� ������'7&��! ��H!#%���A �� H�# &!"�����A 6�%)���+ , � ��H�#�� '��
��'��H!�! W

(
eiω
)
������%)�� &7')"�� '� H�#����� ��"+ P�� ��H�� &� ��&!�! '� ��7



'�*� 8���� ����9��� )���� �����������5 �
�

"��� ,�#� 3����� ������� �� ��&�!���8 �
�	�

H�#����7 B���"���!#�!"7 N� &!��$! A&%A��)#A #7����H%!&!�!+ P� ��(�� ����H!�! 7
&!�� "7 ��A��"7���$� &�"�� ���;�+  %A A"�$�

W
(
eiω
)

=
N−1∑
n=0

eiωn =
1 − e−iωN

1 − e−iω
= e−iω(N−1)/2 sin(ωN/2)

sin(ω/2)
. �����
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"��� ,�(� 9TP ��� &��!����	��� �
�	�� N = 8

I�#����� B���"���!#�!"� W
(
eiω
)
��"�'��� �� �!# ����  %A N = 8T 6�'�&� B����

"���!#�!"�+ A" &! �� ' �����+ E %���,��� .' '��#����A� N M!�!�� [$�%�&��$� ��%�#�"�S
'���M7E�)#A 5�%�&�!, ��%�#��" &!'��H�E�)#A A" ��%�#�) ��( '��H���A�! ω = −2π/N
�� ω = +2π/N 

?�'&�(��H! �� ��+ P�  %A ��A��"7���$� &�"�� ��H�� ��%�#�"! E ��'��H�!�!+ &
 �,#��#�� �' '��#����A� N ��"�&� ���%��7 ! $�%�&��$� �� ��H�!B ��%�#�"�& '��%)M7��
�)#A ��"!� H!���+ P� �%�P� �� "�(�!� ��%�#�"�� '�%!M�E�)#A #��%��+ � M!�!��
"�(��$� ��%�#�"� '���M7E�)#A Y" ��#%� �"+ '� '��%)M���A� H�#���! ω �� ���� ��$�+



�
	 '� ���������� ���%���

A" W
(
ei(ω−θ)

)
���%!(�E�)#A  � ��H"! #&�$� ��'"�$� '����&���A Hd

(
eiθ
)
+ &�%!H!�� ���

��$��%7 &� W
(
ei(ω−θ)

)
Hd

(
eiθ
)
�7 � '����&��!#) 7 "�%!&�%)���7 ��(!�� &� ��&� ��  �

'����&���A "�(��$� ��%�#�"� W
(
ei(ω−θ)

)
��#%A =�E8 ��H"! ��'"�$� '����&���A

J#"�%)"! '� '��%)M���A� N �%�P� �� "�(�!� ��%�#�"�� '�%!M�E�)#A #��%��+
�� "�%!&���A ' �,#����)#A ��%)"! M&! M�+ �%� �� '���M7��)#A '� ���%��7 �� �
�����8 �A �& D7��E  ���� &� ���+ P� =A ����&������� '��(��#�) �A&!P� 5���#�� ��(�
�7�! '���M��� M%AB�� &!"��!#����A ���M ��'"�$� 7#�"����A �A �& D7��E ��& A"!
��#�7��&��7 '&7(7&���� &�"��  � �7%A ' ���B ��"�& ��(�� '���M!�! &!#��7 ��H�!B
��%�#�"�& M%AB�� '��%)M���A M!�!�! $�%�&��$� ��%�#�"� ,+ ��"!� H!���+ #�&�����A
��%)M M!��"�8 ����B� ��8 #�7$! 7 ��H=� ��'"�$� ����B� 7

<�'$%A���� &! ! &�"��+ P� ��,H�#��M� '�#��#�&7��)#A  %A ���7 �&! �.-�6�%)���&

$�1����� � ������� 	����

N ���H"�&� ��A��"7��� &�"��+ A"� &� ��&� �E ���#���7 7#�"����� �A 7 D7��E+ ��!�
#7E�)#A 67�"=�E� &�$!

wR(n) =

⎧⎨
⎩1, −

(
N − 1

2

)
≤ n ≤ N − 1

2
,

0 '� ��M!B n.
���F�

@��� ��H�E�)#A+ P� N 0 �������+ � ��"�(+ P� ��#%� �&��#�) &�"�� ��E �7%)�&7 '���!��
"7 I�#����� B���"���!#�!"� ��A��"7���$� &�"�� ��!#7E�)#A ��&�A��A�

WR(eiω) =
(N−1)/2∑

n=−(N−1)/2

e−iωn =
eiω(N−1)/2

(
1 − eiωN

)
1 − eiω

=
eiω(N/2) − e−iω(N/2)

ei(ω/2) − e−i(ω/2)
=

sin(ωN/2)
sin(ω/2)

.

��
��
5��6�" H�#�����8 B���"���!#�!"! ��
�� �N = 25� ��&� ��� �� �!#��G�

����� 2� 
��� 	%A &�"�� ;������� �3\]Xh`XX�

w(n) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2n
N − 1

, 0 ≤ n ≤ N − 1
2

,

2 − 2n
N − 1

,
N − 1

2
≤ n ≤ N − 1.

��
��

����� )�����#�� 	%A &�"�� A���	��� �f\VV�V^�

w(n) =

⎧⎨
⎩0, 5

[
1 − cos

2πn

N − 1

]
, 0 ≤ n ≤ N − 1,

0, & ��M�� &!�� "�&.
��
��

$�1����� ����� )�����#�

	%A &�"�� A���	��� �f\mm�V^�

wH(n) =

⎧⎨
⎩0, 54 − 0, 46 cos

2πn

N − 1
, 0 ≤ n ≤ N − 1,

0, & ��M�� &!�� "�&.
��
G�

[�'�$�%)����S &�"�� -�����$� ��!#7E�)#A 67�"=�E� &�$!

wH(n) =

⎧⎨
⎩α − (1 − α) cos

2πn

N − 1
, −0 ≤ n ≤ N − 1,

0  %A ��M!B n.
��
��

@�!H��7 0 ≤ α ≤ 1 �!�� �" α = 0, 54 &� ��&� �E &�"�7 -�����$�
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I�#����7 B���"���!#�!"7 &�"�� -�����$� ��(�� � ��(��!+ A"P� ��!,�A�!  � 7&��
$!+ P� &��� ��(� �7�! ��� #��&%��� 7 &!$%A �  ��7�"7 ��A��"7���$� &�"�� �� &�"��+
P� &!'��H�E�)#A 6���7%�� ��
��+ �%�  %A &#�B n1

wH(n) = wR(n) ·
[
α − (1 − α) cos

2πn

N − 1

]
, ��

�

J�(�+ H�#����� B���"���!#�!"� 7'�$�%)����$� &�"�� -�����$�  ���&��E "�7$�&�, '$���
�=� H�#�����8 B���"���!#�!"! ��A��"7���$� &�"�� WR(eiω) �' ��#%� �&��#�� ���7%)#�& �
��(� �7�! '��!#��� 7 &!$%A �

WH(eiω) = WR(eiω) ∗
[
αu0(ω) +

1 − α

2
u0

(
ω − 2π

N

)
+

1 − α

2
u0

(
ω +

2π
N

)]
. ��
;�

'&� "!

WH(eiω) = αWR(eiω) +
1 − α

2
WR

[
ei(ω− 2π

N )
]

+
1 − α

2
WR

[
ei(ω+ 2π

N )
]
. ��
��

$�1���*� ����� 2
������

	%A &�"�� ;������� �3h\>rm\V�

w(n) =

⎧⎨
⎩0, 42 − 0, 5 cos

2πn

N − 1
+ 0, 08 cos

4πn

N − 1
, 0 ≤ n ≤ N − 1,

0, & ��M�� &!�� "�&.
��
��
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�� '��H!��+ P� �#"�%)"! =� &�"�� E #!����!H�!�!+ �� 6�'�&� B���"���!#�!"� &!A&�
%AE�)#A %���,��� ��H�&! )+ P� ��A��"7��� &�"�� ��E #��!, &7')"!, $�%�&�!, ��%��
#��" �+ ��"!� H!���+  %A '� ���8  �&(!�! N ��E '���'��H7&��! ��,"�7��M� #�� ���A
B���"���!#�!"! ����B� �!B #�7$ H

(
eiω
)
& ��H"�B ��'"�$� '����&���A Hd

(
eiω
)
 L%�+

�#"�%)"! ���M!, ��H�!, ��%�#��" &!A&%AE�)#A �!(H� $�%�&��$� ��"7 ��%)"! ��!�%!�
'�� �� �G  O+ �� &!�!"���) "�%!&���A H

(
eiω
)
'��H��8 &�%!H!�! '� ��'"�$� '����&���A
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 '� ���������� ���%���

Hd

(
eiω
)
 ��& A"! ��#�7��&��7 '&7(7&���� &�"��  � �7%A ��H�� ��%�#�"! '��H�� ���

�!(7��)#A+ �%� ��! =)��7 '�A&%A��)#A '��H�� M!�M!, $�%�&�!, ��%�#��" �� M!�M�
����B� �� #�7$! & ��H"�B ��'"!B '����&��) Hd

(
eiω
)


?�&� ��� 67�"=�8 ���#��  %A ��'��B7�"�&+ �%� ��  7(� �6�"�!&��  %A ���7 �&!
�.-�6�%)���&

s�7��7�H!#) �� "%�#!H�!B ���=AB �� ��H!#%���� #7� �A �& D7��E+ P� ��&�A'���
�' '��%)M���A� M&! "�#�� '��(��#�� �A �& D7��E+ ��(�� &!'��H!�! ��M� &�"�� /��� 
D�E�� �� #7��&7&���A �A 7 D7��E ��!'&� !�)  � ��!"7���$� &�"�� ��� &�"�� D�E��
&!$%A 7

w(n) = (1 − |2n/(N − 1)|), n = −(N − 1)/2, . . . , (N − 1)/2. ��
F�

/��� 9��=�M� ���� (7E &�"�� &!$%A 7

wL(n) =
[
sin(2πn/(N − 1))

2πn/(N − 1)

]L

, ��;��

 � L > 0 0 =�%�
�'�$�%)����A &�"�� 9��=�M� '� ��B7��" &!"��!#����A '���#�) L �7 )�A"�$�  � ��

���$� H!#%� m &!"����� �����%��� ��  �����$�� ��������� m ��(�� %�$"� "��7&��!
#��&&� ��M���A� ��( M!�!��� $�%�&��$� ��%�#�"� ���� ���H��8 67�"=�8 �� �%�P!���
�� ��H�!�! ��%�#�"��! �� '��#����A m '���M7E�)#A ���%��7 � ��H�!B ��%�#�"�&+ �
M!�!�� $�%�&��$� ��%�#�"� '��%)M7E�)#A C��7 '� �7 )�A"!B '��H��) N ��(�� � ���
(��! ��'�� ����B� �� #�7$! �� ���%��7 ! ��H�!B ��%�#�"�&

�����%��� &!��,M�&  �#!�) $���7 ����"#!��=�� 67�"=�8

wC(t) = at3 + bt2 + ct + d, ��;��

 �  %A 0 ≤ t < 0, 75 d = 0, 99938+ c = 0, 041186+ b = −1, 637363+ a = 0, 828217 	%A
0, 75 ≤ t < 1, 5 d = 1, 496611+ c = −1, 701521+ b = 0, 372793+ a = 0, 065062

D7�"=�A &�"��+ P� ��E ��"�  �#!�) ���#�� &!'��H���A+ E �6�"�!&��� �  �#!�) $�7�
H"��+ A"P� ��'$%A ��! wC(t1)+ t1 = at+ a 0  � ���!, "��6�=�E�� ��'�A$7&���A �#�!#"7�
M"�%! H�#7

$�1���$� ����� 3��"� �

�� �H� ��'��B7�"7 $���!B &�"�� 6�"�!H�� '&� !�)#A  � �������!H��8 '� �H� &� �
M7"���A ����(��!B 7 H�#� 67�"=�,+ �����&�����A D7��E A"!B ��,"��P!� H!��� �����
"#!�7��) 67�"=�8+ P� ����(��� '� H�#�����+ ����� ����) ������%)�7 ����$�� '� ���
(��! '� ���$� �����&�%7 H�#��� @�! &!��M���� =�E8 '� �H� & '��"����, 6����  %A
�������&�!B 67�"=�, '����&� (7E�)#A "%�# ��" '&��!B ���������' �
����������'
'�������' 
���	) N� 67�"=�8 ����)  �#!�) #"%� �!, &!$%A  C��7 ��,'�� 7 A"��
#�� ��,"��P�$� &�"�� '�������7&�& &� ��#�� ���#�7 ����"#!��=�� =!B 67�"=�,+ A"�
��'!&���)#A &�"��� ��,'���1

wK(n) =
J0(β

√
1 − [2n/(N − 1)]2)

J0(β)
, −

(
N − 1

2

)
≤ n ≤ N − 1

2
, ��;��

 � β = ωa(N − 1)T 0 #��%�+ A"� &!'��H�E "�������# ��( ��"#!��%)�!� ��&��� ��H�!B
��%�#�"�& �� M!�!��� $�%�&��$� ��%�#�"� ����  �%�� '�$�%)��8 ����$�8 & $�%�&���7
��%�#�"7�+ ωa 0 �������� 6���! &�"��+ � J0(x) 0 67�"=�A O�##�%A ���M�$� �� 7 �7�
%)�&�$� ���A "7 D = ΔF · N + ΔF 0 M!�!�� ����B� ��8 #�7$! 	���+ P� ��&� ��� &
���%!=� 
�+ � ��(��� M%AB�� � ��%)��$� ����$�7&���A �������&��$� &�"�� ��,'��� ,
��! &�%!"!B N E  �#!�) $���!� ���%!(���A�  �  !#"�����$� &!�� "7

I�#����� B���"���!#�!"�  !#"�����$� &�"�� ��,'��� & '��"�7��, 6���� �� '��, ��
��+ �%� ��,'�� ��"�'�&+ P�  %A �������&��8 67�"=�8 &�"�� H�#����� B���"���!#�!"� E
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)���� ,�#� )������

β D @7%)#�=�8 @7%)#�=�8

�+��� �+
� ±0, 27 �G�
G+G�� �+�G ±0, 084 ���
�+
G� �+FG ±0, 0274 �
�

+;
� G+;� ±0, 00868 �;�
;+�;� �+G� ±0, 00275 ���
�+�;
 
+� ±0, 00087 ���
�+F;� 
+� ±0, 000275 �F�
��+�
; ;+� ±0, 000087 ����

������=�,���
sin[β

√
(ω/ωβ)2 − 1]√

(ω/ωβ)2 − 1]
,

 � ωβ ���%!(���  ���&��E M!�!�� $�%�&��$� ��%�#�"� H�#�����8 B���"���!#�!"!
��"�� ��,'��� E �� #7�� ���!��%)�!� &�"��� 7 ���7 #��#�+ P� &��� ��� #��&%AE

��#%� �&��#�) #"��H����8  �&(!�!+ A"� ��E �����7� ����$�8 #��"��7 '� ��(��!  �A"�8
'� ���8 H�#���! _� � �!� ���!��%)�!� &�"��� A&%AE�)#A &�"�� 	�%)6� � I��!M�&�+
A"� '���'��H7E ������%)�7 M!�!�7 $�%�&��$� ��%�#�"� H�#�����8 B���"���!#�!"! ��!
6�"#�&����7 ��&�� ��H�!B ��%�#�"�& �#� ��H�� ��%�#�"! & #��"��� =)�$� &�"�� ����)
� ��"�&!, ��&��)

D7�"=�A 	�%)6�0I��!M�&� ��E H�#����7 B���"���!#�!"7 &!$%A 7

Wd(ω) =
cos[(N − 1) arccos[α cos(ωT/2)]]

>e[(N − 1)\]>>e α]
, ��;G�

 � α 0  � ���� H!#%�+ T 0 �����&�%  !#"���!'�=�8 '� H�#��

<�'$%A���� ��'��B7��" 6�%)��� �!(��B H�#��� 	%A &!"�����A 7��&! ��������8
'���!�"! ��! � ��(���� 6�'!H�� ���%�'7E��$� 6�%)��� ' %���,��� 6�'�&�� B���"���!�
#�!"�� '� ��� H�#����� B���"���!#�!"� &!'��H�E�)#A A"

Hd

(
eiω
)

=

{
e−iωα, |ω| ≤ ωc

0, & ��M�� &!�� "�&.
��;��

�� ��&� �� ���7%)#�� B���"���!#�!"� ��E &!$%A 

hd(n) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1
2π

ωc∫
−ωc

e−iω(n−α)dω,

sin[ωc(n − α)]
ωc(n − α)

, n �= α.

��;
�

��H�&! )+ P� hd(n) ��E ��#"��H���7  �&(!�7 _�� #�&��!�! 6�'!H�� ���%�'7E�!,
6�%)�� '� #"��H�����  �&(!��� N ���7%)#��8 B���"���!#�!"! �� %���,��� 6�'��+ ���
'��H!��

h(n) = hd(n)w(n),

 � α = (N − 1)/2 Y"P� w(n) #!����!H��+ �� ��"!, &!��� α ��!&� !�)  � ��#%� �&��#��
h(n)+ A"� '� �&�%)�AE

h(n) = h(N − 1 − n), ��;;�

P� ��E %���,�7 6�'�&7 B���"���!#�!"7



��� '� ���������� ���%���

?� �!# ���� ��&� ��� $��6�" hd(n)  %A ��A��"7���$� &�"�� ��! N = 51 �� ωc =
π/2 ?� �!# ��
� ��&� ��� '�%�(��#�� 20 lg

∣∣H (eiω
)∣∣  %A ���7%)#��8 B���"���!#�!"!

�!# ���� ' 7��B7&���A� '&�(���A  %A "�(��$� ' ��A�! &�"�� �!# ��G�
�! ��+ P� '��%)M���A M!�!�! ����B� ��8 #�7$! &� ��&� �E '��%)M���� M!�!�!

$�%�&��$� ��%�#�"�+ � '��%)M���A �#%��%���A & #�7'� ������7#"���A &� ��&� �E '����
M���� ���%��7 ! ��H��$� ��%�#�"�

"��� ,�,� H�
�	�	� 
!&����	� �������������� 
�����	��� ?0T

"��� ,�-� �!&����	
 �������������� ��� &������� ���� ,�,

� ����� &!��"�E+ P� M!�!�� =�����%)��$� ��%�#�"� E �������� ������=�,���  �
N  ?� �!# ��;� ��&� ��� '�%�(��#�) M!�!�! =�����%)��$� ��%�#�"� ��! �����&������
D7��E  %A &�"�� -�����$� &�  �&(!�! &�"��1 a) N = 51T b) N = 101T c) N = 201
�! ��+ P� ��! '��%)M���� N & &�H� M!�!�� =�����%)��$� ��%�#�"� '���M7E�)#A ��
��%�&!�7 ?� �!# ��;� �6�%)�� �!(��B H�#���+ ωc = π/2 �� &�"�� -�����$� ��! �!B (�
N� ��&� ��� &�%!& '��%)M���A N �� ����B� �7 #�7$7 ��! ����"�7&���� 6�%)��� �!(��B
H�#��� ��H�&! )+ P� ������%)�� ��#%��%���A & #�7'� ������7#"���A '�%!M�E�)#A+ ��
#7��+ #��%!�+ �7 7H! '�%�(�!� &� 6���! &�"��+ & ��, H�# A" M!�!�� ����B� ��8 ��%�#��
��! ��'"��7 '����&���� Hd

(
eiω
)
'�%�(!�) &�  �&(!�! &�"��

?�&� ��� ��!"%� ! �%�#��7��) �#��&�� ��!�=!�! ���� 7 &!"��!#����A &�"�� ��!
����"�7&���� �.-�6�%)���& �� ��B7��" &!���7 6���! &�"�� �� ,�$�  �&(!�! ��(��
' �,#�!�!  �A"� "��7&���A ���=�#�� ��'��B7�"7 ?���!"%� +  %A '� ���$� �#%��%���A
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"��� ,�.� ;&��� �����	� �
�	� P�!!
	�� &�� ωc = π/2�

& #�7'� ������7#"���A+ A" ���&!%�+ &!A&%AE�)#A #���&� %!&�� 7��&� �!�7 N = A/Δω+
 � Δω 0 M!�!�� ����B� ��8 #�7$! ���!�%!'�� M!�!�� $�%�&��$� ��%�#�"� W

(
eiω
)
�+ A

0 #��%�+ P� '�%�(!�) &� 6���! &�"�� D���� &�"�� A&%AE�)#A #7��E&�� 7 &!'��H����
������%)��$� �#%��%���A & #�7'� ����7#"���A 	%A &�"��+ A"� ��'$%A ���)#A+ �#��&��
��������!  %A ��'��B7�"7 6�%)��� �!(��B H�#��� '������ & ���% +  � '����&� (���
#"���H���A1 L��% 0 ���%��7 � ��"7 ��H��$� ��%�#�"�+ &  OT K!� 0 M!�!�� ����B� ��8
#�7$! $�%�&��$� ��%�#�"�T /�� 0 ������%)�� '$�#���A & #�7'� ������7#"���A+  O

)���� ,�(� )������
&�"�� L��% K!� /��

@�A��"7��� ��G 4π/N ���
O���%��� ��
 8π/N ��

-�����$� �G� 8π/N ���
-�����$� ��� 8π/N �
G
O%�"���� �
� 12π/N ���

��"�� ��,'��� ����) �������� ωa+ P� '����E�)#A+ &!����� A"�$� &!'��H�E�)#A
"�������# ��( ���%��7 �� ��H��$� ��%�#�"� �� ,�$� M!�!���

J#��&�� ��!�=!�!+ A"� ����%�#���&��� ��&� ��!�! ��!"%� ��!+ #���& (7��)#A 7
'�$�%)���7 &!�� "7 � ��(7�) '�#��#�&7&��!#)  %A ��'��B7�"7 �7 )�A"�$� 6�%)���+  %A
A"�$� ��(�� '� ��! �������7 H�#����7 B���"���!#�!"7 � =)��7 #��#� ���� ��E &%��
#�!&�#�� 7'�$�%)����A L%� #"%� ��#�) ���� 7 ��%A$�E & �=��=� ����$��%7 ���G� Y"P�
Hd

(
eiω
)
�� ��(�� &!��'!�! H���' ���#�� 67�"=�8+  %A A"!B ��(�� &!"����! ����$�7&��

��A+ �� ����"#!��=�A  %A hd(n) ��E �7�! � ��(��� M%AB��  !#"���!'�=�8 Hd

(
eiω
)
��

&!"��!#����A� ��������$�  !#"�����$� �����&�����A D7��E ' ����� ��H!#%���A

h̄d(n) =
1
M

M−1∑
k=0

Hd

(
ei(2π/M)k

)
ei(2π/N)kn.

.�M� ����(���A ��%A$�E 7 ���7+ P�  �A"�� ����� &�("� '�' �%�$� ) &!'��H!�! �!�
&�"�� ��  �&(!�7 N + A"� ����B� ��  %A '� �&�%)�A��A &!��$��+ P� '� ���  � H�#�����8
B���"���!#�!"!

?� �!# ��&� ��� $��6�"! ��)�B "�������� B���"���!#�!"! WH(eiω) � ��'7%)�7�H�
H�#����� B���"���!#�!"� ��! α = 0, 54 �� N = 25 � ����&�A��A �!# �� �!# &! ��+ P�
M!�!�� $�%�&��$� ��%�#�"� H�#�����8 B���"���!#�!"! &�"�� -�����$� & &�H� ��%)M�+
��(  %A ��A��"7���$� &�"�� L%� ��&��) ��H�!B ��%�#�"�& 7 &!�� "7 &�"�� -�����$�



��� '� ���������� ���%���

'��H�� �!(H�+ ��(  %A ��A��"7���$� &�"�� @�! α = 0, 54+ �����  %A '&!H�,��$� &�"��
-�����$�+ 99, 96% '�$�%)��8 ����$�8 #��"��� ��#�!�)#A & $�%�&���7 ��%�#�"7+ � ��"#!�
�7�! ��H�!B ��%�#�"�& �� ��  O �!(H� $�%�&��$� ��"#!�7�7 � #��"��� ��A��"7���$�
&�"�� ��"#!�7� ��H�!B ��%�#�"�& �!(H� $�%�&��$� ��"#!�7�7 %!M� �� ��  O ?� �!#
 ���� &! ��+ A"!� H!��� ��! &!"��!#����� &�"�� -�����$�  �#A$�E�)#A ��!$��H���A
��H�!B ��%�#�"�& '� � ��H�#��$� ��'M!����A $�%�&��$� ��%�#�"�

@�! ��'��B7�"7 6�%)��� �!(��B H�#��� ��'M!����A $�%�&��$� ��%�#�"� &� ��&� �
�E ��'M!����� ����B� ��8 #�7$! ��( #�7$��! ����7#"���A �� ������7#"���A+ � '����
M���A ��&�A ��H�!B ��%�#�"�& &� ��&� �E ���M!� �7%)#�=�A� & #�7'� ����7#"���A ��
"��P��7 ��!$��H���� & #�7'� ������7#"���A 6�%)���

L%� (� �� ' =!B &�"�� ��  �'&�%AE � ��(��! ���!��%)�7 & ������"#���7 #��#� �����
"#!��=��  �&�%)��8 � ��%)��8 H�#�����8 B���"���!#�!"!+ �#"�%)"! &  �,#��#�� B���"���
�!#�!"� 6�%)��� E ��'7%)����� '$���"! H�#����!B B���"���!#�!" &�"�� �� � ��%)��$�
6�%)���

C�"!� H!���+ ��'&�(��H! �� ��A&��#�) ���!��%)�!B &�"��+ ���!��%)�!B 6�%)���&+
P� &!��B�&7��)#A '� 8B�)��  �����$��+ �� �#�7E

&�,��� /��0������
 ����������� #����� (��+�����

/��� '&�(7&���A &&!(�E�)#A  �#!�) '�7H�!�  %A ����"�7&���A �.-�6�%)���&+
�%� ,��7 &%�#�!&�  �A"� �#��%!&�#��+ P� & ��$��)�B &!�� "�B ����M"� (���) &!"��!�
#����� &�"�� @��M '� &#� ����B� �� ���! &!��'!  %A "��6�=�E���& �A 7 D7��E1

h(n) =
1
2π

2π∫
0

H(eiω)eiωndω. ��;��

Y"P� B���"���!#�!"� H(eiω) ��E #"%� �!, &!$%A ��� �� ��(� �7�! ���#�� �����&��
���� & '��"���!, �������!H�!, &!��'+ =A 6���7%� H�#�� &!A&%AE�)#A $����' "�� ,
��'�7H���  %A ����$�7&���A

_� � �� �#��%!&�#�) ���� 7 '&�(7&���A 0 =� &� #7���#�)  �#����)�8 $�7H"�#�� �� 
H�# &!"�����A ����"�7&���A 6�%)��� ?���!"%� + �� H�# ��'��B7�"7 6�%)��� �!(��B
H�#��� &�("�+ A" ���&!%�+ ��H�� &!'��H!�! ��(�&7 H�#���7 #�7$! ����7#"���A+ �#"�%)�
"! &�"�� [��'�!&�ES ��'�!& � ��%)��8 B���"���!#�!"!

@�! '�#��#7&���� ���� 7 '&�(7&���A '�&( ! ����� ���! �� 7&�'� �#�7&���A �����
(��) �� ,�$� '�#��#7&���A+ , ��'7���! B���"��� �!B ���%!(��)+ P�  �&� !�)#A &!"��
�7&��!  %A 8B �� �%���A

	%A &!'��H���A ��'&�(��!B "��6�=�E���& D7��E 7 ���7 &!�� "7+ "�%! ���%��!H�!,
&!��'  %A h(n) E $����' "!� ��� ��'�7H�!�  %A ����$�7&���A+ ����$��% ��(�� �����
"#!�7&��! #7���

&�,��� "���� $�������< ��0
���

/��� ��'��B7�"7 6�%)��� ' &!"��!#����A� &�"�� '� #&�8� '�#��#7&���A� E ��A�!�
, 7 =)��7 #��#� &!A&%AE�)#A  �#!�) '�$�%)�!�+ �%� H�#�� ��(��� #����"�7&��! 6�%)��+
A"!, E [��,"��P!�S ' �!B+ P� ��(7�) �7�! #�&�����  %A  ���8 &�%!H!�! N 

@�! ����"�7&���� 6�%)���& ' &!"��!#����A� &�"�� �' �#��&�!B ��'7%)����& �����8
�A �& D7��E &!��"�E+ P� ��A��"7��� &�"�� '���'��H7E ��,"��P7 #��� �)�"&� ���!H�7
����"#!��=��  %A ��������8 H�#�����8 B���"���!#�!"! ��!  ���, &�%!H!�� N  N� �'���
H�E+ P�

h(n) = hd(n), 0 ≤ n ≤ N − 1

������'7E &!��'

ε2 =
1
2π

∞∫
−∞

∣∣Hd

(
eiω
)− H

(
eiω
)∣∣2 dω.



'�*� 8���� ����9��� )���� �����������5 ���

L%� ( =�, "�!����, ��!&� !�)  � ����(���$� ��(!�7 '� ��'"!B '����&��) Hd

(
eiω
)


	%A ��$��)�B �!��& 6�%)���& "��P!� "�!����E� E �����7� ��"#!��%)��8 ��#�%����8
��B!�"!

J#��&�� � �A ���� 7 H�#�����8 &!���"! ��%A$�E 7 ���7+ P� M7"��7 H�#����7 B��
��"���!#�!"7 ��(�� ����"#!�7&��! 88 &� %�"��! & N ��&��&�  �%��!B ��H"�B+ � �����
M%AB�� 	��������	� �������� ��������"#� #������� '�������������* ��� ����
���'����� #���� �'	��	 �	��	��

�.-�6�%)�� ��(� �7�! � ��'��H�� '� ��!, A" "��6�=�E����! ���7%)#��8 B���"���
�!#�!"! {h(n)}+ ��" , "��6�=�E����! 	@D ���7%)#��8 B���"���!#�!"! {H(k)} J�! &�
��#%� �&��#�� '&�A'��� #��&&� ��M���A�!

H(k) =
N−1∑
n=0

h(n)e−i(2π/N)nk , k = 0, N − 1 �	@D�, ��;��

h(n) =
1
N

N−1∑
k=0

H(k)ei(2π/N)nk , n = 0, N − 1 �J	@D�, ��;F�

���� ��$�+ &� ���+ P� "��6�=�E��! 	@D �.-���#%� �&��#��+ P�  ���&����) H(k)+
��(�� ��'$%A ��! A" '��H���A z������&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! 6�%)���+ A"�
� ��(��� & N ��&��&�  �%��!B ��H"�B �� � !�!H���7 "�%�

H(k) = H(z)
∣∣
z=ei(2π/N)k �����

C�"!� H!���+ z������&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! �.-�6�%)��� ��(�� %�$�
"� &!��'!�! H���' "��6�=�E��! 	@D ,�$� ���7%)#��8 B���"���!#�!"!+ A"P� '���#�!�!
��;F� 7 &!��'  %A z������&�����A1

H(z) =
N−1∑
n=0

h(n)z−n =
N−1∑
n=0

[
1
N

N−1∑
k=0

H(k)ei(2π/N)nk

]
z−n. �����

Y"P� '���!�! ���A �"  � �&���A �� &!"����!  � �&���A �� n+ � ��(!��

H(z) =
N−1∑
k=0

H(k)
N

N−1∑
n=0

[
ei(2π/N)kz−1

]n
=

N−1∑
k=0

H(k)
N

1 − ei(2π/N)kz−N

1 − ei(2π/N)kz−1
. �����

J#"�%)"! ei2πk = 1+ �� ��E��

H(z) =
1 − z−N

N

N−1∑
k=0

H̃(k)
1 − z−1ei(2π/N)k

. ���G�

.' #��&&� ��M���A ���G� &!�%!&�E+ P�  %A ����"#!��=�8  �&�%)��8 �������&��8 H��
#�����8 B���"���!#�!"! #%� &!"����! 88  !#"���!'�=�� �� H�#���� & N ��&��&�  �%��!B
��H"�B �� � !�!H���7 "�%� �&'A�! H�#����7 &!���"7� � '��,�! �������&�7 H�#����7
B���"���!#�!"7 M%AB�� �������%A=�8 &� %�"�& H�#�����8 B���"���!#�!"! � =)��7 &!�
�� "7 ��B!�"� ����"#!��=�8 �� H�#����B+ �� A"!B �����)#A &!���"�+ �7 � & ��H��#��
 ���&��&��! �7%� � ���! #"��H���7 &�%!H!�7 & �����(�!B ��H"�B

�!��' ���G� #%7$7E �#��&��  %A ���7 �&! �.-�6�%)���& ��! &!"��!#����� H�#���
���8 &!���"! _�� '�A#7&��!+ H��7 '� ��"�8 ���� !"! ���!��'�=�8 H�#�� %!M�  �"�%)"�
' N H�#����!B &� %�"�& ��(7�) #7��E&� '���M!�! ��B!�"7 ����"#!��=�8+ ����� ��H!�
#%!�! '��H���A H(z) �� � !�!H���7 "�%� .������%A=�,�� 6���7%�+ P� � ��(7E�)#A
��! =)��7  %A ��'��B7�"7 H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)��� A" 67�"=�8 �������&��8



��� '� ���������� ���%���

H�#���!+ ��E &!$%A �z = eiω�

H
(
eiω
)

=
1 − e−iωN

N

∑ H̃(k)
1 − ei(2π/N)ke−iω

=

=
e−iω(N−1)/2

N

∑
H̃(k)eiπk(1−1/N) sin[N(ω − (2π/N)k)/2]

sin[(ω − (2π/N)k)/2]

�����

�&� #!+ H�#����� B���"���!#�!"� 6�%)��� E %���,��� "������=�E� H�#����!B 67��
"=�,+ P� �������%���)+

S(ω, k) = e−i(πk/N) sin(ωN/2)
sin(ω/2 − πk/N)

= ±e−i(πk/N) sin N(ω/2 − πk/N)
sin(ω/2 − πk/N)

���
�

�' '��H���A�! H�#����!B &� %�"�& H̃(k) 7 A"�#�� "��6�=�E���&
C�"!� H!���+ &��#�" "�(��$� H�#�����$� &� %�"7 7 '�$�%)�7 H�#����7 B���"���!�

#�!"7 E ������=�,�!� ,�$� '��H���� H̃(k)+ �����(����7 �� 67�"=�� sin(Nω/2)/ sin(ω/2)+
A"7 '��P��� �� H�#���� �� πk/N  �!A&%AE�)#A+ P� 67�"=�8+ A"� �������%���) � '&�A'���
' H�#����!�! &� %�"��! �' ����B� ��8 #�7$!+ '���'��H7��) $���� ��!$��H���A �7%)#�=�,
& ��!%�$%!B H�#����!B #�7$�B

� ����� '���M���A ��B!�"! ����"#!��=�8 H�#�!�7 H�#����!B &� %�"�& #%7M�� '���
�!�! ��'�%�(�!�! '����!�! ���H���A =!B ��'�%�(�!B '����!B '�'&!H�, &!��B�&7��)
���� ��! ���!��'�=�8 ��"+ P�� ������'7&��!  �A"7 ���#�7 67�"=�� ��B!�"! ����"#!���
=�8+ ����!"%� + ��,��%)M7 ��B!�"7 ����"#!��=�8 �� ��'�%�(�� '����� ��(�� &!����!
H�#����� &� %�"!+ A"� ��'��M�&��� & ����B� ��, #�7'� ��(  &��� #�7$��!+ '�7��� A"!B
&!'��H��� H�#����7 B���"���!#�!"7 ������ 7 &!�� "7 6�%)��� �!(��B H�#��� ��( #�7�
$��! ����7#"���A �� ������7#"���A�

"��� ,�B� ;&��� ��	��� �
��
�� � &����
�	�% �!���2 �6 H1 = 0= �6 H1 = 0, 5= �6 H1 = 0, 3904

� ����� �%�#���=�8 =)�$� �� B� 7 ��'$%A���� ����"#!��=�� � ��%)��$� 6�%)���
�!(��B H�#��� ' H�#����� '��'7 ωc = π/2 ?� �!# ��\ ��&� ��� �������7 H�#���
��7 B���"���!#�!"7 H

(
eiω
)
�� &� %�"! H̃(k)  %A N = 33 O�H!��+ P� H�#����� B��

��"���!#�!"� '� �E�)#A &� %�"��! ' H�#�����+ P� "����� 2π/33 �� + �' H�#����� '��'7
16π/33 ≤ ωc ≤ 18π/33 D�'�&� B���"���!#�!"� &!�!��E�)#A %���,��� ��! '���!�=�+
P�  ���&��E (N − 1)/2 &� %�"�& .��7%)#�7 B���"���!#�!"7 ��(�� � ��(��! �� �#��&�
��������$�  !#"�����$� �����&�����A D7��E ��;F� L%� ��! =)��7 &!�!"���) ����(��
�� �6�"�!+ P� '���M7��) ������%)�� �#%��%���A & #�7'� ������7#"���A ��!# ��F\�
C�"!, 6�%)�� �7& �! ����! ���!�  %A ��%)M�#�� ��!"%� ��) c !�!� M%AB�� '��%)�
M���A ��#%��%��) & #�7'� ������7#"���A E ��'M!����A ����B� ��8 #�7$! �  ����7
&!�� "7 =� ��(�� ' �,#�!�!+ A"P� &'A�! &� %�" H�#�����8 B���"���!#�!"! �� ��(� ��(
#�7$�� ����7#"���A �� #�7$�� ������7#"���A '� '��H���A� ��( � �� � ?� ��!# ��F��



'�*� 8���� ����9��� )���� �����������5 ���

��&� ��� H�#����7 B���"���!#�!"7  %A H1 = 0, 5 @���B� �� #�7$� ��! =)��7 '��%)�
M7E�)#A ��!�%!'�� & &�H�+ �%� ������%)�� ��#%��%���A & #�7'� ������7#"���A '��H��
'��%)M!%�#)

� ����� &!��"�E+ P� H
(
eiω
)
A&%AE�)#A %���,��� 67�"=�E� &� ���������& H̃(k)

C�"!� H!���+ ��(�� &!"��!#���! ���� ! %���,��8 ���!��'�=�8  %A ��"�$� '����&���A
=!B ���������&+ P�� '���'��H!�! ��,"��P7 ����"#!��=��  %A ��������$� 6�%)���

� ��M��7 &!�� "7 ��(�� &!"��!#���! ���#�!, $�� �E���!, ���� ��M7"7  %A
&!���7 ��"�$� '��H���A H1+ P�� ��"#!��%)�� ��B!�"� �7%� ������%)��� ��� & #�7�
'� ����7#"���A+ ��� & #�7'� ������7#"���A ?� ��!# ��F&� ��"�'��� B���"���!#�!"�
 %A H1 = 0, 3904 0 '��H���A+ A"� ������'7E ��B!�"7 ���"#!��'7E ��#%��%���A� & #�7'�
������7#"���A 20π/33 ≤ |ω| ≤ π

Y"P� &!�!"�E ����B� ��#�) 7 P� ��%)M��7 �#%��%����+ �� ��(�� P� ��'M!�!�!
����B� �7 #�7$7+ &'A&M!  �7$!, &� %�"+ P� &� ��'�AE�)#A &� � ��� � @�! =)��7 A"P�
H!#%� N '�%!M�E�)#A �!� (�+ �� M!�!�� ����B� ��8 #�7$! '��%)M7E�)#A & &�H�

C�"!� H!���+ M%AB�� ���!��'�=�8 '��H��) ��%)"! �!B H�#����!B &� %�"�&+ P� �� '��
 ��� , A"� ��#�A�)#A 7 '�&H�#�� &!����!B ����B� �!B #�7$�B+ ��(�� � ��(��! 6�%)��!
'  7(� $���!�! B���"���!#�!"��!

"��� ,�:� "����������		� !�����! ������	�% ���
��� &�� ���� �
��
���

?� �!# �� ��&� ��� �������� H�#����� B���"���!#�!"� ��! 6�"#�&���, '�$�%)��,
"�%)"�#�� &� %�"�& &  &�B ��H"�B & ����B� ��, #�7'� �� ��'7%)�7�H� ���!��%)�� H��
#����� B���"���!#�!"� ��!  &�B &� %�"�B & ����B� ��, #�7'� ?� �!# ��� ��&� ���
20 lg

∣∣H (eiω
)∣∣ ��! N = 65 �� H1 = H̃(17) = H

(
ei34π/65

)
= 0, 5886+ H2 = H̃(18) =

H
(
ei36π/65

)
= 0, 1065 N� '��H���A  7(� �%!')"�  � ���!��%)�!B &� %�"�& ����B� ��8

#�7$!+ P� ������'7��) ��"#!��%)�7 ��#�%���7 ��B!�"7 ���"#!��'7��) �#%��%���A� &
#�7'� ������7#"���A @���&�A��A ' �!# ��& #&� H!�)+ P� ��! &!"��!#�����  &�B &� %�"�&
& ����B� ��, #�7'� �� '��%)M���� N ��!�%!'�� &  &� ��'! �#%��%���A & #�7'� ������7�
#"���A '��%)M7E�)#A ��!�%!'�� �� ��  O @�! =)��7 ����B� �� #�7$� #��E  �P� &7(H��
�6π/65 ����&�A�� ' 8π/66�+ ��( 7 &!�� "7 � ��$� &� %�"7 & ����B� ��, #�7'� ��! N = 33

<�'��B7�"! '� ���� �� H�#�����8 &!���"! �#��%!&� �6�"�!&�� 7 &!�� "7 &7')"��
#�7$�#�!B H�#������&!���"�&!B 6�%)���&+ "�%! %!M�  �"�%)"� &� %�"�& H�#�����8 B����
"���!#�!"! E ���7%)�&!�!

	� �� �%�"�& =)�$� ���� 7 #%� &� ��#�! &� #7���#�) $�7H"�#�� & ��H���7 &!'���
H���� H�#��� '��'7+ �#"�%)"! ��'��P���A � !�!=)+ �7%�& �� &� %�"�& & ����B� ��, #�7'�
����(��� =�%�H!#%�&!�! '��H���A�!+ �������� 2π/N 

�6���7%�E�� ����� ���=� 7�7 ��'��B7�"7 �.-�6�%)��� �� ���� 7 H�#�����8 &!�
���"!

� �� ��� �������7 H�#����7 B���"���!#�!"7 H
(
eiω
)
+ A"� ��E �7�! � ��(��� & ���

'7%)���� ��'��B7�"7 '� ���� �� H�#�����8 &!���"!

� '��,�! &� ��&� �7 ���7%)#�7 B���"���!#�!"7 h(n) H! �� �� �#��&� ��&�A��A ��;��+
H! ��;F�  � H(z) � ��(7E�)#A ' 67�"=�8 H

(
eiθ
)


G �!"��!#���! �� B� AP7 67�"=�� &�"�� w(n)  %A �� !6�"�=�8 ��#%� �&��#�� h(n)



��	 '� ���������� ���%���

� � ��(���A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! hD(n) =!6��&�$� �.-�6�%)��� �� �#��&�
#��&&� ��M���A hD(n) = h(n)w(n)

J#"�%)"! ���(���A  &�B ��#%� �&��#��, 7 H�#� E �"&�&�%����!� '$���=�  &�B H�#���
��!B B���"���!#�!" & H�#�����, ��%�#��+ ���� '&�(7&���A '���'��H7E '$%� (7&���A
&!"! �& ���&�#��8 H�#�����8 B���"���!#�!"!+ ����� ��!$��H���A 88 &� B!%��) �� �7%)#��
=�,

&�,�&� '�(��(��� (���$
 ����#
(��
<

	%A ��M7"7 ���!��%)�!B '��H��) H�#����!B &� %�"�&+ P� �� '� ���+ ����� #"%�#�!
�� ��'&�A'��! #!#���7 ��&�A�)+ A"� �������!H�� ��!#7��) '� �H7 ���!��'�=�8

@�! ��'��B7�"7 6�%)���& ���� �� H�#�����8 &!���"! &!"��!#��&7��)#A &� %�"! '��
 ���8 H�#�����8 B���"���!#�!"! & N ��&��&�  �%��!B ��H"�B �� � !�!H���7 "�%� �!�
"��!#��&7&�%!#) &� %�"! & ��H"�B

fk =
k

N
, k = 0, N − 1, ���;�

P� &� ��&� �%! N H�#�����+  %A A"!B ��H!#%�&�%�#) N ���H"�&� 	@D /�(%!&!, ,
��M!, ����� ��&��&�  �%��!B H�#��� 7 &!$%A � ��"�8 ��&��#��1

fk =
k + 1/2

N
, k = 0, N − 1 �����

@�! ���!��'�=�8 ��'��M7&���A &� %�"�& E ��#7��E&!�+ ���7  %A ��H!#%���A "��6�=��
E���& 6�%)��� ��(�� &!"��!#��&7&��! A" 6�%)�� &! 7 �+ ��" � 6�%)�� &! 7 �+ '� 7��&!+
P�  %A "�(��$� ' �!B ��E��  �,#�7 67�"=�� H∗(eiω)

�!��'!�� H(eiω) 7 &!$%A �

H(eiω) = e−iω(N−1)/2
M∑

k=0

H(k)S(ω, k) = e−iω(N−1)/2H∗(eiω). �����

M + 1  ���&��E H!#%7 H�#����!B &� %�"�&+ A"� ����� &!'��H!�!
I�#����� B���"���!#�!"� ����� � ��!#7E�)#A &!��'�� ����� 	%A 6�%)���& '

%���,��� 6�'�� �' '���!�"�� �� (N − 1)/2 &� %�"�&� H�#����� &� %�"! H(k) ��(�� '��
�!#��! 7 &!$%A �

H(k) = |H(k)|eiθ(k), |H(k)| = |H(N − k)|, k = 0, N − 1. ���F�

���� ��$�+ '� �����$� N

θ(k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−2π
N

k

(
N − 1

2

)
, k = 0, N/2 − 1,

2π
N

(N − k)
(

N − 1
2

)
, k = N/2 + 1, N − 1,

0, k = N/2.

, H(N/2) = 0, �����

� '� �������$� N

θ(k) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−2π

N
k

(
N − 1

2

)
, k = 0, (N − 1)/2,

2π
N

(N − k)
(

N − 1
2

)
, k = (N + 1)/2, N − 1.

�����

@�!&� ��� ���F�  � &!$%A 7

H(k) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
|H(k)|e−i(2π/N)k(N−1)/2 , k = 0, N/2 − 1,
0, k = N/2,
|H(k)|ei(2π/N)(N−k)(N−1)/2 , k = N/2 + 1, N − 1.

�����
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����#�!�� =�, &!��' 7 ����� �� &!"���E�� &� ��&� �� �����&�����AT � ��(!��  %A 6�%)�
��� � �� �����$� N 1

H∗(eiω) = e−iω(N−1)/2

( |H(0)|
N

sin(ωN/2)
sin(ω/2)

+

+
N/2−1∑

k=1

|H(k)|
N

{
sin[N(ω/2 − πk/N)]

sin(ω/2 − πk/N)
+

sin[N(ω/2 + πk/N)]
sin(ω/2 + πk/N)

})
.

���G�

	%A 6�%)��� � �� �������$� N 1

H∗(eiω) =
|H(0)|

N

sin(ωN/2)
sin(ω/2)

+

N−1
2∑

k=1

|H(k)|
N

{
sin[N(ω/2 − πk/N)]

sin(ω/2 − πk/N)
+

sin[N(ω/2 + πk/N)]
sin(ω/2 + πk/N)

}
.

�����
	%A 6�%)���& &! 7 � ' H�#������ &!���"�� '��H���A H�#����!B &� %�"�& H(k)  ��

��&����)
H(k) = h(z)

∣∣
z=ei(2π/N)(k+1/2) . ���
�

N� #��&&� ��M���A ��(�� &!"��!#��&7&��!  %A &!'��H���A '&�A'"7 ��( H�#����!�!
&� %�"��! H(k) �� ���7%)#��� B���"���!#�!"�� 6�%)��� h(n)1

H(k) =
N−1∑
n=0

h(n)e−i(2π/N)n(k+1/2) =
N−1∑
n=0

g(n)e−i(2π/N)nk . ���;�

C���� &� %�"! H(k)  ���&����) 	@D ��#%� �&��#��

g(n) = h(n)e−i(2π/N) =
1
N

N−1∑
k=0

H(k)ei(2π/N)nk . �����

C�"!� H!���+ g(n) A&%AE #���� �������� 	@D &� H(k) ���

h(n) =
1
N

N−1∑
k=0

H(k)ei(2π/N)(k+1/2)n . �����

N�, &!��' ��(�� &!"��!#��&7&��!  %A ��'��B7�"7 z������&�����A ���7%)#��8 B���"���
�!#�!"! 6�%)���1

H(z) =
N−1∑
n=0

[
1
N

N−1∑
k=0

H(k)ei(2π/N)(k+1/2)n

]
z−n. ���F�

�&� #!+ '�����H! ���A �" �� #7��&7&���A �� ��H!#%!&M! #7�7 �� n+ � ��(!��

H(z) =
1 + z−N

N

N−1∑
k=0

H(k)
1 − z−1ei(2π/N)(k+1/2)

. ��F��

J�H!#%!�� '��H���A H(z) �� � !�!H���7 "�%�1

H(eiω) =
e−iω N−1

2

N

N−1∑
k=0

H(k)e−i π
N

(k+1/2) cos(ωN/2)
i sin[ω/2 − π

N (k + 1/2)]
. ��F��

	%A 6�%)��� � ' %���,��� 6�'�� �' '���!�"�� �� (N − 1)/2 &� %�"�&� H�#�����
&� %�"! H(k) ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

H(k) =

{
|H(k)|e−i(2π/N)[(N−1)/2](k+1/2) , k = 0, N/2 − 1,
|H(k)|ei(2π/N)[(N−1)/2](N−k−1/2) , k = N/2, N − 1

��F��



��
 '� ���������� ���%���

 %A �����$� N ��

H(k) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
|H(k)|e−i(2π/N)[(N−1)/2](k+1/2) , k = 0, (N − 3)/2,

|H[(N − 1)/2]|, k = (N − 1)/2,
|H(k)|ei(2π/N)[(N−1)/2](N−k−1/2) , k = (N + 1)/2, N − 1

��FG�

 %A �������$� N 
|H(k)| = |H(N − 1 − k)|, k = 0, N − 1. ��F��

�!��'! ��F��0��FG� ��(�� �� #��&!�! & 6���7%7 ��F��

H∗(eiω) =
N/2−1∑

k=0

|H(k)|
N

(
sin[N(ω/2 − π/N(k + 1/2)]
sin[ω/2 − π/N(k + 1/2)]

+

+
sin[N(ω/2 + π/N(k + 1/2))]

sin[ω/2 + π/N(k + 1/2)]

)
; ��F
�

 %A 6�%)��� � �� �����$� N �

H∗(eiω) =
|H[N−1

2 ]|
N

sin(ωN/2)
sin(ω/2)

+

N−1
2∑

k=0

[ |H(k)|
N

(
sin[N(ω/2 − π/N(k + 1/2)]
sin[ω/2 − π/N(k + 1/2)]

+

+
sin[N(ω/2 + π/N(k + 1/2)]
sin[ω/2 + π/N(k + 1/2)]

)]
. ��F;�

 %A �������$� N 
C�"!� H!���+ "�(�7 �' H��!�)�B 6���7% ���G�+����� �� ��F
�+��F;� ��(�� &!�

"��!#��&7&��! ��! &!"������ ���=� 7�! ���!��'�=�8 & ���=�#� ��'��B7�"7 =!6��&!B
�.-�6�%)���& ' %���,��� 6�'�� �!��� &! 7 6�%)��� ' H�#������ &!���"�� �����$�
��� �������$� N &!"��7E�)#A ��'����!"�� � '�%�(!�) &� ��!'��H���A 6�%)���+ P�
����"�7E�)#A

/��� H�#�����8 &!���"! ��(�� &!"��!#��&7&��!  %A ��'��B7�"7 M!��"�$� "%�#7
6�%)���& ��!����, ���!��'�=�8 '�'&!H�, ��%A$�E 7 ������'�=�8 ��"#!�7�7 �7%)#�=�, &
#�7'� ������7#"���A

��$�%�� ��! ����"�7&���� 6�%)���& �!(��B H�#��� ' � �!� &� %�"��+ P� �� �!��E�
�)#A+ & ����B� ��, #�7'� ��(��  �#A$�! ��!$��H���A ��'� #�7$�� ����7#"���A &� ��  �

�  O �  &��� &� %�"��!+ P� �� �!����)#A+ & ����B� ��, #�7'� 0 &� ;
  � �
  O ��P�

��7$�#�� 6�%)��! ��(�� ��'��B�&7&��! ���"�!H�� ��" (�+ A" 6�%)��! �!(��B
H�#��� � =)��7 &!�� "7 H�#�"�&� &� %�"! �� �!����)#A ' ���B ��"�& &� #�7$! ����7�
#"���A

�������� "���������� ����
�
1	�� ���� ?0T � �
	
 	�8 ?TP 5�
�	��!�����
 �
�����6�
N = 11; N = 15 &�� w� = 0, 125= w� = 0, 375� "���������� ?TP ���	��� � �
����
� ��� &'���
�
�	��
�����	�� �	���	� w� &���	�8�� � w = 0 ��� ����� Δw = 0, 125�

�����	���!� B(w) � &��!
�	
 �!��
2

B(w) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 &�� 0 ≤ w ≤ w�;
(w − w�)/(w� − w�) ��� w� ≤ w ≤ w�;
0 ��� w� ≤ w ≤ 0, 5.

3�� !�8�� �� ������ � ϕl(w) = cos l 2πw� � 5,�*(66 ������1!�2 c0 = w� + w��

cl =
2 sin(l2πw�)

kπ
− 2w�(sin(l2πw�) − sin(l2πw�)

(w� − w�)lπ
+

+
1

(w� − w�)lπ

(
cos(l2πw�) − cos(l2πw�)

lπ
+ 2[w� sin(l2πw�) − w� sin(l2πw�)]

)



'�*� 8���� ����9��� )���� �����������5 ���

&�� l > 0�
3
������!� �	���		� cl &�� w = [0; 0, 125; 0, 250; 0, 375; 0, 500] � 5,�*K6 ��� 5,�*#6� /	����

��!� �	���		� ����
�
1	�
� 5 bl = bN−l−16�
3�� N = 112

b =
[−0, 0114632 0 −0, 0318422 0 0, 286577 0, 50000

]
;

A(w) =
[
0, 98655485 0, 9665376 0, 500000 0, 0334722 0, 014514

]
.

3�� N = 152

b =
[
0, 0058486 0 −0, 0114632 0 −0, 0318422 0 0, 286577 0, 50000

]
;

A(w) =
[
0, 9982456 0, 9747989 0, 500000 0, 0252012 0, 0017544

]
.

&�,�,� "���� ���#��>�% �������
�

N�, ���� ��H�� &� ��&� �E "�!����� ���;� 0  %A '� ��!B '��H��) α1, α2 � 67�"=�AB
q(w),Φ(w, c) �� B(w) ����� &!'��H!�! &�"��� c+ P� ������'7E 67�"=�� ���!

G(c) =

α2∫
α1

q(w)[B(w) − Φ(w, c)]2dw. ��F��

?���B� �� ��  �#����� 7��&! �����7�7 ��F�� ����) &!$%A 

∂G(c)
∂cm

= 0; m = 0,K ��F��

� ' 7��B7&���A� ����� '&� A�)#A  � ��'&�A'���A #!#���! %���,�!B �%$����8H�!B ��&�A�)

K∑
l=0

dm,lcl = dm,K+1, ��FF�

 �

dm,l =

α2∫
α1

q(w)ϕm(w)ϕl(w)dw, l = 0,K ; ������

dm,K+1 =

α2∫
α1

q(w)B(w)ϕm(w)dw. ������

�������� 0��� α1 = 0; α2 = 0, 5�

B(w) =

{
1 ��� 0 ≤ w ≤ w�;
0 ��� ≤ w� ≤ w ≤ 0, 5.

q(w) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 ��� 0 ≤ w ≤ w�;
0 ��� ≤ w� ≤ w ≤ w�;
g ��� ≤ w� ≤ w ≤ 0, 5.

Φ(w, c) =
K∑

l=0

cl cos l2πw.

��� g = LUVWX� )��
 !�1!�

dm,K+1 =

{
w� ��� m = 0;
sin(m2πw�)/(2mπ) ��� m �= 0;

dm,l =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

w� + g/2 − gw� ��� m = l = 0;
1
2

[
w� +

g

2
− gw� +

sin(m + l)4πw�

4(m + l)π
− g

sin(m + l)4πw�

4(m + l)π

]
��� m = l �= 0;

sin(m ± l)2πw�

4(m ± l)π
− g

sin(m ± l)2πw�

4(m ± l)π
��� m �= l.



��� '� ���������� ���%���

��� w� = 0, 125 �� w� = 0, 375� g = 1 ��������� ����
�
1	�� �
�	��!������� ?0T ���
N = 11� N = 15 �� �	���		� 9TP ��� �
�	��
�����	�� �	���	� w � �����! Δw = 0, 125�

$�������4� 
	������� 5,�#KK6�5,�#K#6 �� ����'����4� �����!� �
	
 	�� �������%�	�� �
��
	�	� 5,�QQ6� �	�����!� cl� 3��
! ��
�	� 	������	
 �
�	���
 5,�,K6 ������81!� Bl �� A(w)� ���
N = 112

b =
[
0, 0118786 −0, 0000003 −0, 0621937 0, 0000008 0, 3007862 0, 50000

]
;

A(w) =
[
1, 0009418 0, 996532 0, 4999968 0, 0034674 0, 0009420

]
.

.

��� N = 152

b =
[−0, 00339 0, 000002 0, 01973 −0, 000007 −0, 071328 0, 000014 0, 30492 0, 49998

]
;

A(w) =
[
0, 9998589 0, 9993988 0, 4999387 0, 0005983 0, 0001417

]
.

;��	�� � &������ �&�����!��
% 1 ����1�� !�	4�8� 	
� &������ �&�����!��
% �� !�����!
��������		� � ��� ?��'1�

&�,�-� 6������#��
 
( �
���������#� �������
#�

@�! ��'��B7�"7 6�%)���& '� ���� �� H�#�����8 &!���"! ��B!�"� ����"#!��=�8 ��E
��� ��=�� �7�! ��,��%)M�� ��%A ����B� ��8 #�7$! �� ���! ���M7 &�%!H!�7 & ��%�#�AB+
P� &�  �%��� &� ��E8+ & A"�, ��'��M�&��� &� %�"! ����B� ��8 #�7$! �! �E�)#A #%7M�!�+
P� A"P� ��B!�"� ����"#!��=�8 �7 � ��'�� �%��� ��&������� �� H�#����+ �� &!��$!+ P�
'� ��� ��! ����"�7&����+ ����) '� �&�%)�A�!#A  %A 6�%)��� ��%)M �!')"�$� ���A "7+
��( 7 &!�� "7+ A"P� ����"#!��=�A '� �&�%)�AE &!��$�� ��%)"! �� � ��, H�#���� � '��H��
����&!P7E 8B �� ��M�� H�#���

O7 ��� ��'$%A ��! �.-�6�%)��! ' �7%)�&�� 6�'�� �� H�#����!�! B���"���!#�!�
"��! &!$%A 7

H
(
eiω
)

=
∞∑

n=−∞
h(n)e−iωn.

	�&(!�� ���7%)#��8 B���"���!#�!"!  ���&��E N + 2M + 1 	%A �7%)�&�8 6�'�&�8 B��
��"���!#�!"! h(n) = h(−n) ��& A"! 7��&� #!�����8 h(n) ��(�� '��!#��!

H
(
eiω
)

= h(0) +
M∑

n=1

2h(n) cos(ωn). ������

�&� #! &!��"�E+ P� H
(
eiω
)
A&%AE�)#A  �,#��� @�!�7#�!��+ P� ��� ����B� �� ��'��B7�

&��! 6�%)�� �!(��B H�#��� 7 &� ��&� ��#�� '� #B����  ��7#"�& �� ��B!�"! ����"#!��=�8
�!# �F\+ ����� ����"#!�7&��! H�#����7 B���"���!#�!"7+ A"� ��E '��H���A � & #�7'�
H�#��� 0 ≤ |ω| ≤ ωc ' ��"#!��%)��� ��B!�"�� δ1 � ����"#!�7&��! 88 �7%)�&� '��H���A
&  ����'��� H�#��� ωs ≤ |ω| ≤ π ' ��"#!��%)��� ��B!�"�� δ2 �� �H� ����"#!��=�8
��%A$�E 7 &!'��H���� ���������& M + δ1+ δ2+ ωc �� ωs

"��� ,�Q� 9&�����!��
� � �
�	�������!� &������
�!� ?0T

��(%!&!� ���������� ����"#!��=�8 ' ��&��&�%!"!�! �7%)#�=�A�! E �!'"� %�"�%)�
�!B ��"#!�7��& �� �����7��& & #�7'� H�#��� 0 ≤ ω ≤ π @�!  �#%� (���� '�%�(��#��



'�*� 8���� ����9��� )���� �����������5 ���

=)�$� ��������7 &�  �&(!�! ���7%)#��8 B���"���!#�!"! &��B�&7E�)#A ��, 6�"�+ P�
cos ωk ��(�� &!��'!�! 7 &!$%A � #7�! #������& cos ω @�! =)��7

H
(
eiω
)

=
M∑

k=0

ak(cos ω)k, ����G�

 � ak 0 #��%�+ P� '&�A'��� '� '��H���A�! ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ?� �����&�%� 0 <
ω < π ��(� �#�7&��! �� ��%)M� M − 1 %�"�%)�!B �����7��& �� ��"#!�7��& Y"P�
��� !6����=��&��! ����G� �� ω+ �� � ��(!��1

H ′ (eiω
)

= − sin ω

(
M∑

k=0

kak(cos ω)k−1

)
, ������

�&� #! ��H!��+ P� H
(
eiω
)
�7 � ���! ��� ��"#!�7�+ ��� �����7� & ��H"�B ω = 0 ��

ω = π C�"!� H!���+ �7 ��� ���! �� ��%)M� M +1 %�"�%)�!B �"#����7��& & 0 ≤ ω ≤ π
�$� �� �!# �Fi δ1+ δ2 �� M A&%A��)#A 6�"#�&��!�!+ � H

(
eiωc
)

= 1 − δ1+ H
(
eiωs
)

= δ2
	%A ����"#!��=�8 ��(�� '��!#��!1

H
(
ei0
)

= 1 + δ1; H
(
eiπ
)

= δ2;

H
(
eiω1
)

= 1 − δ1; H ′ (eiω1
)

= 0;

H
(
eiω2
)

= 1 + δ1; H ′ (eiω2
)

= 0;

H
(
eiω3
)

= −δ2; H ′ (eiω3
)

= 0;

H
(
eiω4
)

= δ2; H ′ (eiω4
)

= 0;

H
(
eiω5
)

= −δ2; H ′ (eiω5
)

= 0.

� ��"��7 &!�� "7 �#�7��) ��! �"#����7�! & #�7'� ����7#"���A �� H��!�! �"#����7�!
& #�7'� ������7#"���A+ ����� ��E�� M + 1 = 4 + 3 = 7 �N = 2M + 1 = 13� ��&� ��
�!B "��6�=�E���& �� ��A�) ��&� ��!B H�#���+ �� A"!B E �"#����7�!+ 7�&����H! ��'��
�� ��&� ��!B+ A"� ����) �7�! &!'��H��� 7 A"�#�� ��'&�A'"7  %A #!#���! ��&� ��!B ��
��&�A�)

��$�%�� ��(�� ���! Nc �"#����7��& & #�7'� ����7#"���A �� Ns �"#����7��& & #�7'�
������7#"���A+  � Nc +Ns = M +1+ � ��(�� '��!#��! 2M ��&�A�)+ A"� '&�A'��� ' M +1
"��6�=�E����! 6�%)��� �� M − 1 H�#���+ �� A"!B �#�7��) =� �"#����7�! N� ��&�A��A E
��%���,�!�! � ��(7�) ��'&�A'7&��!#) '�  �����$�� �����=�,��8 ���=� 7�!

����#�) ��$�+ P�� '��!#7&��! � ��'&�A'7&��! #!#���7 ��%���,�!B ��&�A�)+ ��(��
&!"��!#���! �����=�,�!, ����  %A � ��(���A ��!$�������!H��$� ��%�����+ P� ��E 7
��A&��#�� �"#����7� ��������8 &�%!H!�! @��=� 7�� ��H!��E�)#A ' &!���7 Nc �� Ns+
� ����� �=�����)#A H�#���!+ �� A"!B �#�7��) �"#����7�! @�#%A =)�$� &!"��!#��&7��
�)#A #��� ����� ���� ! �������%A=�8  %A ��H!#%���A ��%�����+ A"!, '���'��H7E '� ���
�"#�����%)�� '��H���A �1 ± δ1 & #�7'� ����7#"���A �� ±δ2 & #�7'� ������7#"���A ��
H�#����B+ P� �=�����)#A� Y"P� '��H���A ��"#!�7�7 �� �����7�7 '� ���+ �� ���=� 7�
�� '�&��M7E�)#A+ ���"M� ��H!#%�E�)#A ��&!, ��%���� � '��&7 �=�����)#A �"#�����%)��
H�#���!

&�,�1� "���� ������D�< �
���#
���< 8$�0�>������<9 �������#��
<

?�B�, '� ���1 "%�# Γ 67�"=�, ΦK(w, c) =
K∑

l=0

clϕl(w)+ 67�"=�A B(w)+ P� ����"#!�

�7E�)#A+ 67�"=�A &�$! q(w) �� '��"���!, �����&�% [α1, α2] C� � 67�"=�E� ��,"��P�$�
��&�������$� �H��!M�&#)"�$�� ���%!(���A & "%�#� Γ ��'!&���) 67�"=�� ΦK(w, c) '
��"!�! '��H���A�! "��6�=�E���& cl+ A"� &� ��&� ���) ������%)���7 '��H����

ε(c) = max |Δ(w, c)|, α1 ≤ w ≤ α2, ����
�



��� '� ���������� ���%���

 � Δ(w, c) = q(w)[B(w)−ΦK(w, c)]+ ε(c) 0 ��"#!��%)�� ��B!�"� ����"#!��=�8 �� [α1, α2]
 %A &!'��H���$� �����7 '��H��) "��6�=�E���& ����"#!�7�H�8 67�"=�8

D7�"=�A ��,"��P�$� ��&�������$� ���%!(���A ��H�� &� ��&� �E "�!����� �����
�'�$�%)���� ������� I��!M�&� &#����&%�E �'��"7+ A"� &� �"���%�E 67�"=�� ��,"���
P�$� ��&�������$� ���%!(���A ' �����( 7#�B 67�"=�,  ���$� "%�#71

��� ����* +�� 
���	� ΦK(w, c) ���� 
���	�" ��)���+��� �	����	����� �����(
����� �� 
���	� B(w) � 
���	�" ���� q(w)* ����'	��� �� ���������* +�� 
���	�
Δ(w, c) ���)���� ��)�	�� 	 ���#����* +� ���	��""�� ���� ������ �� �����"���" ��(
��#���" �� �� #���	 ��	�""�� ���� � K+2 ����	����� ����� �����' ��#��' .��#��'
�����������/ w1, w2* . . . , wK+2 	�������� [α1, α2]+ �����

Δ(w1, c) = −Δ(w2, c) = · · · = (−1)K+1Δ(wK+2, c); ����;�

α1 ≤ w1 < w2 < · · · < wK+2 ≤ α2;

|Δ(wj , c)| ≥ |Δ(w, c)|, j = 1,K + 2.

J#����E #��&&� ��M���A E �#�!��!� '� �7 )�A"�$� '��H���A w+ A"� ��%�(!�) �����&�%7
[α1, α2]

Y" ���&!%�+ ���%��!H�� 67�"=�� ��,"��P�$� ��&�������$� ���%!(���A &!'��H!�!
����(%!&� J �!� ' ��,��%)M �6�"�!&�!B ���� �& H!#�%)��$� &!'��H���A 67�"=�,
H��!M�&#)"�$� ���%!(���A E �������� ������ �7���#�) �%$��!��7+ P� ���%�'7E�)#A
�� RJ/+ ��%A$�E 7 ��#%� �&��, �� !6�"�=�8 "��6�=�E���& ����"#!�7�H�8 67�"=�8  ��!+
 �"! �' '� ���� ��H��#�� �� &!"�����)#A 7��&! 7'�$�%)����8 ������! I��!M�&�+ �����
� ��(!�)#A H��!M�&#)"� ���%!(���A

C������ ��� H��!M�&#)"!, �%)������# #�&�� (7E+ P� 7 &!�� "7 ���!��%)��$�
��'&�A'"7 ��B!�"� ��E �� ���M� '� N + 1 �"#����7��& ?�B�, ���(!�� {wk}+ k = 0, N
��"!B �"#����7��& & ��%�#�� ����"#!��=�8 E ��"��+ P� ��(�� '��!#��! ��"� N + 1 #��&�
&� ��M��)

q̂(wk)[B̂(wk) − ΦK(wk, c)] = (−1)kδ. ������

N� 0 #!#���� N + 1 %���,�!B ��&�A�) ' N ��&� ��!�! "��6�=�E����! ����"#!�7�H�8
67�"=�8 �� � ��E� '������+ A"� A&%AE #���� ��B!�"7 ����"#!��=�8 δ NA #!#���� ��E
E !�!, ��'&�A'�"+ �#"�%)"! ����!=A "��6�=�E���& #!#���! ��&�A�) E �����!���+ P� E
��#%� "�� ��$�+ P� ��'!#�� 67�"=�8 '� �&�%)�A��) 7��&7 -����

�7���#�) �%$��!��7 <���'� ��(�� #6���7%�&��! ��"!� H!���
�!�!����) N +1 '��H��) wk � ��'&�A'7��) #!#���7 ��&�A�) ������ @�#%A &!'��H��

��A "��6�=�E���& cl �� ��B!�"! δ+ � ��(7��) ��!$�������!H�!, ��%���� �� "�#!�7#��+
A"!, & ��H"�B wk &� ��'�AE�)#A &� 67�"=�8 ���! �� &�%!H!�7 δ

L��%�'7��) ��B!�"7 Δ(ei w) Y"P� Δ(ei w) ≤ δ & 7#�, ��%�#�� ����"#!��=�8+ ��
��'&�A'�" E ���!��%)�!� Y"P� ( &  �A"!B ��H"�B Δ(ei w) ≥ δ+ �� &!�!����) ��&7
���(!�7 �"#�����%)�!B H�#��� M%AB�� ��'$%A ���A N +1 ��H�"+ & A"!B ��B!�"� �����
"#!��=�8 E ��"#!��%)��� � �� H��'� '����E '��" @�H��"�&7 ���(!�7 ��(�� &!�!���!
 �&�%)�� � ��!#���, ���=� 7�� ��B!�"� δ �� "�(���7 "��=� '��%)M7E�)#A � '��$�E�)#A
 � #&�E8 &��B�)�8 $����+ A"� , E ��'&�A'"�� '� �H�

�  �,#��#�� ���� ������! 7 &!��M���� �� "�(���7 "��=� �����=�,��$� ���=�#7 #!�
#���! %���,�!B ��&�A�)+  �#!�) �=��!�! δ '�  �����$�� 6���7%!

δ =

N∑
k=0

akB̂(wk)

N∑
k=0

(−1)kak/q̂(wk)
, ������

 �

ak =
N∏

l=0

1
cos wk − cos wl

; l �= k.
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����#�!&M! =� 6���7%7 & ������+ � ��(7E��

Φ(w, c) =

N−1∑
k=0

[βk/(cos w − cos wk)]Φ(wk, c)

N−1∑
k=0

[βk/(cos w − cos wk)]
, ����F�

 �

βk =
N−1∏
l=0

[1/(cos w − cos wk)]; l �= k.

&�,�3� ���
>��� (���$
 $�0�>������< �������#��
< �� 	
����� ( �
�
�.
��7 �)�

?�B�, ����� &!'��H!�! "��6�=�E��! D?I ' %���,��� DI- ������%)��$� ���A "7
N = Nmin+ LI- A"�$� '� �&�%)�AE 7��&7 �!�7 ����� 	%A ��$�+ P�� '���M!�! ���
#A$ ��H!#%��)+ ��(�� ���E���&�� &!'��H!�! '��H���A N = Nmin '� ��"�� �����!H���
6���7%��+ A"� #���& (7E�)#A  %A D?I1

N1 =
D1(ε�, ε�)
w� − w�

− D2(ε�, ε�)(w� − w�) + 1, ������

 �
D1(ε�, ε�) = [0, 00531(lg ε�)2 + 0, 07114 lg ε� − 0, 4761] lg ε�−

− [0, 00266(lg ε�)2 + 0, 5941 lg ε� + 0, 4278];
D2(ε�, ε�) = 11, 01217 + 0, 51244(lg ε� − lg ε�).

ε�, ε� 0 ��"#!��%)��  ��7#�!�� &� B!%���A LI- &� 67�"=�8 B(w)+ P� ����"#!�7E�)#A+
&� ��&� �� 7 #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A

��H�&! )+ P� 6�%)��7 ��,���M�$� ���A "7 �N ≈ Nmin ����!��%)���7 6�%)��7�
&� ��&� �E ���!��%)�� 67�"=�A Φ(0)(w, c) 	%A ��$�+ P�� &!'��H!�! 67�"=�� Φ(0)(w, c)+
����� ���7 7&��!  �"�%)"� 67�"=�, ��,"��P�$� ��&�������$� ���%!(���A  � 67�"=�8
B(w) ' &�$��+ P� &!'��H�E�)#A �����+ ��'�!B ���A "�&+ ��H!���H! ' K = K� = (N1 −
1)/2  %A ������!B N1 ��� K = K� = (N1 − 2)/2  %A ����!B N1

Y"P� ��! K = K� 7��&! ����� �� &!"��7��)#A �� �,  %A � ��E8 67�"=�8+ ����B��
 �� '��%)M!�! K Y"P� ( ����� &!"��7E�)#A+ ����� '���M!�! K @��=�# ��H!#%��)
'�&��M7E�)#A �� �+ "�%! ΦK(w, c) '� �&�%)�AE �����+ � ΦK−1(w, c) ���� ΦK−2(w, c)  %A
��&��#�7$�#�!B 6�%)���&� �� '� �&�%)�AE @���� Φ(0)(w, c) = ΦK(w, c)

�������� 0��� w� = 0.125= w� = 0.375= ε�, ε� = 0, 3 · 10−3� )��
 
� 5,�##K6 N1 = 14� ���
�
�	��!������� �
����
� !�1!� K = K� = 8�

/� ��&�!���8 �������!� "�!��� ����1!� ��	��
% 	� ������ �
�	�!
�	��� 	������		�
Φ8(w, c) �� Φ6(w, c)� ��
 �&�����!�8�� ��	��
8

B(w) =

{
1 &�� 0 ≤ w ≤ 0, 125;
0 &�� 0, 375 ≤ w ≤ 0, 5.

� ������8 ��	��
18

q(w) =

{
1 &�� 0 ≤ w ≤ 0, 125;
0 &�� 0, 375 ≤ w ≤ 0, 5.

3������!� R = ε� = 0, 3 · 10−3�
;�!��� �� 9TP ��� K = 8 ����	�8����2 |1 − Φ8(w, c)| ≤ 0, 3 · 10−3 &�� 0 ≤ w ≤ 0, 125 ��

|Φ8(w, c)| ≤ 0, 3 ·10−3 &�� 0, 375 ≤ w ≤ 0, 5� ��� K = 6 �
 ��!��� 	� ����	�8����� )� �� N = 15�
��� ����
�
1	�
� bl = bN−l−1 &��������	�% ��	��
% H(z) ?0T ������	� ���
 �	���		�2

b =
[−0, 00374 0 0, 02057 0 −0, 07232 0 0, 30537 0, 500

]
.



��� '� ���������� ���%���

G����!���	� �	���		� &������ �&�����!��
%

ε��� = ε��� = max |B(w) − Φ(w, c)| 5,�###6

&�� 0 ≤ w ≤ w� �� w� ≤ w ≤ 0, 5�

&�,�:� ���
>��� (���$
 $�0�>������< �������#��
< �� #
�
#�����.	�(�����
	
�����

?�B�, ����� ���7 7&��! ������%)���6�'�&!, D?I ������%)��$� ���A "7 N '� '��
 ���� LI-+ ��!H��7 '� ��� 7��&! �!�7 �����1

|1 − A(w)| ≤ ε�� ��! 0 ≤ w ≤ w�;
|A(w)| ≤ ε�� ��! w� ≤ w ≤ 0, 5.

}
������

C�H�!, �%$��!�� ��'&�A'���A ��%A$�E 7 ��"��7

� ?���B� �� ���7 7&��! ���!��%)�7 67�"=�� Φ(0)(w, c)+ A"� '� �&�%)�AE #��&&� ���
M���A�1

|1 + ε2
�� − ε2

��/2 − ΦK(w, c)| ≤ 2ε�� ��! 0 ≤ w ≤ w�	�	;

|ΦK(w, c) ≤ ε2
��/2 ��! w� ≤ w ≤ 0, 5,

 � ΦK(w, c) =
K∑

l=0

cl cos 2πw

��(�� 67�"=�A ��#%� �&��#��+ A"7 #%� ���7 7&��!  %A &!'��H���A Φ(0)(w, c)+ �7�
 7E�)#A A" 67�"=�A ��,"��P�$� ��&�������$� ���%!(���A  � 67�"=�8+ P� �����
"#!�7E�)#A+

B(w) =

{
1 + ε2

�� − ε2
��/2 ��! 0 ≤ w ≤ w�;

0 ��! w� ≤ w ≤ 0, 5
����G�

' &�$�&�� 67�"=�E�

q(w) =

{
1 ��! 0 ≤ w ≤ w�;
4ε��/ε2

�� ��! w� ≤ w ≤ 0, 5
������

J��E���&�7 �=��"7 &�%!H!�! ��H��"�&�$� ���A "7 K� 67�"=�8 ΦK(w, c) ��(��
� ��(��! '�  �����$�� ������+ ��!H��7 K� = (N1 − 1)/2 ��

ε� = 2ε��; ε� = ε2
��.

� O7 7E�)#A 67�"=�A Φ̂(w, c) = Φ(0)(w, c) + M + εm+ A"� �� ��#�!�)  �,#�!B "�����&
��%!H!�� M = max |Φ(w, c)| ��! w� ≤ w ≤ 0, 5T εM = (10−2 . . . 10−3)M 

G �� "��6�=�E����! 67�"=�8 Φ̂(w, c) �7 7E�)#A 67�"=�A H ′(z) =
2K∑
l=0

b′lz
−l

� J�H!#%���)#A "����� =�E8 67�"=�8


 O7 7E�)#A 67�"=�A H ′′(z) =
K−1∑
l=0

b′′l z
−l + z−K + "����� A"�8 #��&�� ���) �' "����A�!

67�"=�8 H ′(z) =
2K∑
l=0

b′lz
−l+ A"� ��#�A�)#A &#��� !�� �� �� � !�!H���7 "�%�
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; O7 7E�)#A ���� ���H�� 67�"=�A &!B� ��$� ������%)���6�'�&�$� 6�%)���

H(z) = bKH ′′(z) =
K∑

l=0

blz
−l, bl = b′′l bK . ����
�

���6�=�E�� bK &!'��H�E�)#A '� 7��&!

|H(eiωT )| =
√

|H ′(eiωT )|,

P� �"&�&�%����� ��&��#��
K∑

l=0

bl =

√√√√ 2K∑
l=0

b′l.

� �#����)�8 ��&��#�� � &!��'�&  %A H ′′(z) �� H(z) &!�%!&�E+ P�

bK =

√
2K∑
l=0

b′l

K∑
l=0

b′′l + 1
.

�������� 0��� ����� &��������� !
	
!���	�������� ?0T 	� !�	4��� &������ N � 9TP
����� ��������	�1 5,�##(6 &�� w� = 0, 125= w� = 0, 375= ε�� = 0, 02 
 ε�� = 0, 0003� /� ���!���!�
5,�##-6 �	�����!�2 ε� = 0, 04= ε� = 0, 45 · 10−7� /� ���!���8 5,�##K6 ���	���1!� K� = 6� /�
���!���8 5,�##*6 ���	���1!� ��	��
8� � �&�����!�12

B(w) =

{
1 + 0, 399995 · 10−3 ≈ 1 &�� 0 ≤ w ≤ 0, 125,

0 &�� 0, 375 ≤ w ≤ 0, 5.
.

/� ���!���8 5,�##,6 ���	���1!� ������ ��	��
8

q(w) =

{
1 &�� 0 ≤ w ≤ 0, 125,

888889 &�� 0, 375 ≤ w ≤ 0, 5.
.

/� ��&�!���8 �������!� "�!��� ���	���1���� Φ(0)(w, c)� ��� ����� &�����1!� ��	��
%
Φ6(w, c)� Φ7(w, c)� Φ8(w, c) �� Φ9(w, c)� 3��
! ���	���1!� !����!���	
 &������ �&�����!��
%�
�� �������		�! ��� !����!���	�� &������ &������1!� Φ(0)(w, c) = Φ9(w, c) �� Φ̂(0)(w, c) =

Φ(0)(w, c) + ε���� /� ����
�
1	��!� Φ̂(0)(w, c) ����8���� ��	��
% H ′(z) =
18∑
l=0

b′lz
−l �� H(z) =

18∑
l=0

blz
−l�

&�,��;� 2��
���� #�+�������� 	
����
� ( �
�
���7 �)� �� #
�
#�����
. 	�(���% 	
����
�

Y"P� &!��$! ��� �A&%A��)#A ��%)"!  � LI- 6�%)��� � 6�%)�� �� ��(� �7�! ��&�
��#�7$�#�!�+ �� #%7M�� &!"��!#��&7&��! ������%)���6�'�&!, 6�%)��+ �#"�%)"! ,�$�
"��P� ���%�'7&��! �� � ��"�&!B &!��$  � LI- '��H���A L� �� V
 &!A&%A��)#A ��!�
�%!'�� � ��"�&!�!+ � L0 �� Vc 0 ��!�%!'�� & &�H� ���M!�!  %A ������%)�� � 6�'�&!B
6�%)���&

Y"P� 6�%)�� ��(� �7�! ��&��#�7$�#�!�+ �� ��! &!���� ������%)���6�'�&�$� 6�%)�
��� ��� ��&��#�7$�#��$� 6�%)��� �' %���,��� DI- ����B� �� ���! �� 7&�'�+ P� '� � ���
"�&!B &!��$  � LI- '��H���A L� �� V
  %A ��&��#�7$�#��$� 6�%)��� &!A&%A��)#A ��!�
�%!'�� & &�H� ���M!�!+ Vc 0 ��!�%!'�� � ��"�&�+ � L0 0 ��!�%!'�� & &�H� ���M!�!  %A
������%)���6�'�&�$� 6�%)���
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&�,���� 2��
���� #����
� ���
>��� �������#��
���% (���$

/��� ��'"%� ���A & �A D7��E 67�"=�8+ P� ����"#!�7E�)#A+ ��E ��"� ����&�$!1
�� &�� E #��!� ���#�!� ����&�A�� ' ��M!�! ���� ��!+ �#"�%)"! ,�$� ���%�'�=�A ��!

&!'��H����7 N ������7E ��,���M�$� ��#A$7 ��H!#%��)T
�� A"P� '�  �A"�$� N ��H��#�) ����"#!��=�8 &!A&%AE�)#A �� �#����)��+ �� ��(��

'��%)M!�! ���A �" 6�%)��7+ ��H!#%!&M! ��%)"!  � ��"�&� "��6�=�E��!+ � "��6�=�E��!+
A"� &(� �7%! ��H!#%���+ ��%)"! '������) #&�8 �����!T

&� =� E !�!, ���� + A"!,  �'&�%AE � ��(��! ���%��!H�� &!��'! �6���7%!�  %A
"��6�=�E���& 6�%)���

J#��&�!, �� �%�" ���� 7 ��%A$�E 7 ���7+ P� ��H��#�) ����"#!��=�8 &!A&%AE�)#A
�!')"�� .' ����&�A��A ��&� ��!B &!P�  ��!B &! ��+ P� ��! � �!B � �!B (� '��H���AB
N ��"#!��%)�� ��B!�"� ����"#!��=�8 & #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A &!A&%A�
E�)#A ��!�%!'�� & �� ��' ��%)M��+ ��(  %A ���� 7 ��,���M!B "&� ����&+ � ��!�%!'��
& ��� ��' ��%)M��+ ��(  %A ���� 7 ��,"��P�8 ��&�������8 ����"#!��=�8

/��� ��'"%� ���A 67�"=�8+ P� ����"#!�7E�)#A+ & �A D7��E #%7M�� &!"��!#���
&7&��! �� �+ "�%! ���A �" 6�%)��7+ P� ����"�7E�)#A+ ��#��%)"! &�%!"!,+ P� ���� ���
(%!&�#�� '�#��#7&��! ��M� ���� ! ����"#!��=�8

J#��&�� ����&�$� ���� 7 ��,���M!B "&� ����& ����&�A�� �' ��M!�! ���� ��! ���
%A$�E 7 ��(%!&�#�� &��B7&���A  � ��"�&� ����(���A �� "��6�=�E��! 6�%)���+ P� ����)
B���"��� %���,�!B ����&��#��, ��� ��&��#��,+ � ��"�( 7 ��(%!&�#�� ���7 �&! #"%� ��8
67�"=�8 ���!+ �����7� A"�8 &� ��&� �E M7"����7 ��'&�A'"7 @� ��H��#�� ����"#!��=�8
���� '�,��E �����(�� #����&!P� ��( ���� ��! ��'"%� ���A 67�"=�8+ P� ����"#!�7�
E�)#A+ & �A D7��E �� ��,"��P�8 ��&�������8 ����"#!��=�8

/��� ��,���M!B "&� ����& ������7E '��H��$� ��#A$7 ��H!#%��)+ �#"�%)"!  %A &!�
��M���A '� �H� ����B� �� &!'��H��! "��6�=�E��! �� ���&� H�#�!�! #!#���! %���,�!B �%�
$����8H�!B ��&�A�) � ��'&�A'7&��! =� #!#���7 /��� #%7M�� &!"��!#��&7&��! 7 ��"!B
&!�� "�B1

"�%! ����B� �� &��B�&7&��!  � ��"�&� ����(���A �� "��6�=�E��! 6�%)��� ��� ���
�7 7&��! #"%� �7 67�"=�� ���!T

"�%! ������'�=�A 67�"=�8 G(c) &� ��&� �E 6�'!H���7 '��#�7 '� �H�
/��� ��,"��P�$� ��&�������$� �H��!M�&#)"�$�� ���%!(���A ���%�'7E�)#A+ A" ����

&!%�+ 7 &!$%A � �%$��!��7 <���'� ���  �'&�%AE1
��'��B7&��! 6�%)�� '� ���$� ���A "7 N +  %A A"�$� ��"#!��%)�� ��#�%���� ���

B!�"� ����"#!��=�8 & #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A �7 � ������%)���T
'� '� ���� ��#�%����� ��B!�"�� ����"#!��=�8 & #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7�

&���A ��'��B7&��! 6�%)�� ��,���M�$� ���A "7 Nmin+ LI- A"�$� '� �&�%)�AE &!'���
H��!� &!��$��T

��H�� '� ��! &� ��M���A ��( ��#�%���!�! ��B!�"��! ����"#!��=�8 & ��'�!B #�7�
$�B '�  �����$�� &�$�&�8 67�"=�8



���&�� �
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<�"7�#!&�!� =!6��&!� 6�%)���� �<ND� ����&�A�� ' ���%�$�&!�! ������!���!
&%�#�!&� �!'"� &�(%!&!B ����&�$ @��M '� &#� =� &!#�"� #����%)��#�) � ��H��#�)+ ����
#���� '����&���A B���"���!#�!" �����!"%� + M!�!�! #�7$! ����7#"���A � "��6�=�E��7
���� �H��

?� &� ���7 &� �.-�6�%)���& #��,"� ?.-�6�%)��!+ P� E 6�'!H�� ���%�'7E��+ �� ���
��) #���$� %���,��8 6�'�&�8 B���"���!#�!"! �'� &!�A�"�� �"����$� &!�� "7+ "�%! &#�
��%�#! H(z) ��'��M�&��� �� � !�!H���7 "�%�� � '&�A'"7 ' =!� ��! ��'��B7�"7 ?.-�
6�%)���& '�&( !  �&� !�)#A ��'$%A ��! ����"#!��=�� '� ��!B A" ���%��7 ��8+ ��" �
6�'�&�8 B���"���!#�!"

'��� 2�����
���	 �������
��� �	����	


� 1	�������/��+��"��� �������� E � �� �' �#��&�!B �� �%�, ��"7�#!&��$� =!�
6��&�$� 6�%)��7+ A"!, ��! 6���7&���� ����H��$� '��H���A &!B� ��$� #!$��%7 &!"��!�
#��&7E �� ��%)"! ����H�� � ������ �� '��H���A &B� ��$� #!$��%7+ � , ������ �� '��H���A
&!B� ��$� #!$��%7+ P� &� ��&� �E ��&�A���1

y(n) =
M−1∑
k=0

bkx(n− k)−
N−1∑
k=1

aky(n− k) =
M−1∑
k=0

bkxn−k −
N−1∑
k=1

akyn−k; n = 0, 1, 2, . . . �
��

C7� {x(n)}+{y(n)} 0 &!���"! &B� ��8 �� &!B� ��8 ��#%� �&��#��,+ aj + bk+ k = 0,M − 1+
j = 1, N − 1 0 #��%� "��6�=�E��! 6�%)���+ M,N 0 =�%� H!#%�+ ��"#!��%)�� ' A"!B &!�
'��H�E ������� =!6��&�$� 6�%)��� Y" &! �� ' �
��+ n�, &� %�" &!B� ��8 ��#%� �&��#��
yn &!'��H�E�)#A M &� %�"��! &B� ��8 ��#%� �&��#�� {xn, xn−1, . . . , xn−M+1} �� N − 1
������ ���! &� %�"��! #���8 &!B� ��8 ��#%� �&��#�� {yn, yn−1, . . . , yn−N+1}

<�'�!=�&� ��"7�#!&�� ��&�A��A �
�� #��7"�7��� &!'��H�E =!6��&!, 6�%)�� '� '&��
������ '&�A'"�� ��( &!B� �� � &B� ��+ P� '���'��H7E ��%)M &!#�"7 '��(��#�) ��( 7
����"7�#!&��$� 6�%)��� ��! � ���7 , ���7 ( ���A "7 M 

�"��H�������'�!=�&� ��&�A��A &!$%A 7 �
�� ��!#7E �%$��!�� ��H!#%���A &!B� ��8
��#%� �&��#�� {y(n)} ��"7�#!&��$� 6�%)��7 N� ��H!#%���A ��(�� � ��'��H�� &!"����
�! %!M� 7 &!�� "7+ "�%! �7 7�) &!'��H��� �'� ���� ��#�����	 ����� {y(−N + 1) =
y−N+1, y(−N) = y−N , . . . , y(−2) = y−2, y(−1) = y−1}

� 2�! �
�� 0���	����
��	�+ A" &� ���+ &!'��H�E�)#A '$� �� ��&�A��� �
��
'��H���A�! &!B� ��$� #!$��%7 ��! �� �H� �� ,�$� &B� � !�!H��$� ���7%)#7

u(n) = un =

{
1, '� n = 0,
0, '� n �= 0

�
��

'� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& J�H!#%���A M7"���8 B���"���!#�!"! &!"��7E�)#A ��"!�



��
 *� !�������� ���%���

H!��� ?�B�, ��"7�#!&�!, =!6��&!, 6�%)�� ��!#7E�)#A ��'�!=�&!� ��&�A��A�

yn = xn − a1yn−1. �
G�

J#"�%)"! ���7%)#�� B���"���!#�!"� �.-� 0 =� ���"=�A #!#���! �
G� �� � !�!H�!,
���7%)# un '� �7%)�&!B ��H��"�&!B 7��&+ ����� ��"%�#�! xn = un+ y(−1) = y−1 = 0
J�H!#%���A &� %�"�& &!B� ��$� #!$��%� yn = hn ��&� ��� 7 ���% 
� 	%A '��H���A
a1 = 0, 8 ��'7%)���! �%�#��7��)#A �!# 
�

)���� -�#� ;��	���		� �P ��������	��� �
�����

n xn <�&�A��A yn

� � y0 = x0 − a1y−1 = 1 − a1 · 0 �
� � y1 = x1 − a1y0 = 0 − a1 · 1 −a1

� � y2 = x2 − a1y1 = 0 − a1 · (−a1) (−a1)2

G � y3 = x3 − a1y2 = 0 − a1 · (−a1)2 (−a1)3

· ·    ·
V � yn = xn − a1yn−1 = 0 − a1 · (−a1)n−1 (−a1)n

��%! 0 ≤ a1 ≤ 1+ '��H���A &!B� 7 ������ .-� �#!�����!H�� ���%!(�E�)#A  � �7%A

0 5 10 15
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1

n

h(
n)

"��� -�#� �!&����	� �������������� ��������	��� �
����� 5-�*6

O�H!��+ P� ���7%)#�� B���"���!#�!"� 6�%)��� �
G� E ��#"��H���!, �A '� #�����
�A�! hn = (−a1)n Y"P� |a1| < 1+ ��"� B���"���!#�!"� '� n → ∞ �#!�����!H�� ���%!�
(�E�)#A  � �7%A N� ��7��&!%� ��M7 ��'&7 ��"7�#!&�!B 6�%)���&+ � #��� 0 
	����	� 	�
����	�#����" 	��������" '�������������" .1:A(
	����	�/

��$�%)�� 6���� '��!#7 z������&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ?.-�6�%)���&
��E &!$%A 

H(z) =
∞∑

n=0

h(n)z−n =

M∑
i=0

biz
−i

1 +
N∑

i=1
aiz−i

. �
��

D�%)��! �' ���� ���H��� B���"���!#�!"�� &! 7 �
�� ��#�A�) #"��H���7 "�%)"�#�) �7%�&
�M� �� ��%�#�& �N�

�7 ����������� � �	"��7 �!B� AH! ' &!'��H���A ���� ���H��8 67�"=�8 =!6���
&�8 #!#���! A" &� ��M���A Z������&�����A &!B� ��$� #!$��%7 � &B� ��$� #!$��%7 '�



*��� 3���������� ���������� ���%���� ���

�7%)�&!B ��H��"�&!B 7��& � '�#��#�&7�H! Z������&�����A  � ���B H�#�!� ��'�!=�&�$�
��&�A��A �
��+ ���!�7E�� &!��'  %A ���� ���H��8 67�"=�8 H(z) 7 &!$%A �

H(z) =
Y (z)
X(z)

=

M−1∑
i=0

biz
−i

1 +
N−1∑
i=1

aiz−i

=
B(z)
A(z)

. �

�

@��� ���H�� 67�"=�8 E �#��&�!� �������� �� H�# ���%�'7 �� #��7"�7���$� �����
�&�����A 6�%)���&

��(%!&7 ��%) 7 =!6��&!B #!#����B �����"! #!$��%�& &� �$����) 6�%)��! ���M�$�
��  �7$�$� ���A "�&+ P� ��7��&%�E ����B� ��#�) 8B�)�$� �"����$� ��'$%A ���A

;�����) ����������) 
	���� ��� ��� �������<

O�'�&!� ��"7�#!&�!� 6�%)���� ���M�$� ���A "7 ��'!&���) 6�%)��+ P� ��!#7��)
��'�!=�&!� ��&�A��A�

y(n) = x(n) − a1y(n − 1), n = 0, 1, 2, . . . �
;�

�!"��!#��&7�H! Z������&�����A  � %�&�8 �� ���&�8 H�#�!� ��&�A��A �
;�+ ���!��E��

Y (z) = X(z) − a1z
−1Y (z),

'&� "!

H(z) =
Y (z)
X(z)

=
1

1 + a1z−1
.

����������) 
	���� ��� ��� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A ��E &!$%A 

y(n) = b0x(n) + b1x(n − 1) − a1y(n − 1), n = 0, 1, 2, . . .

Y (z) = b0X(z) + b1z
−1X(z) − a1z

−1Y (z),

'&� "!

Y (z) =
b0 + b1z

−1

1 + a1z−1
.

;�����) ����������) 
	���� ������� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A �� ���� ���H�� 67�"=�A ����) &!$%A 1

y(n) = x(n) − a1y(n − 1) − a2y(n − 2), n = 0, 1, 2, . . .

H(z) =
1

1 + a1z−1 + a2z−2
.

����������) 
	���� ������� �������<

<�'�!=�&� ��&�A��A �� ���� ���H�� 67�"=�A ����) &!$%A 1

y(n) = b0x(n) + b1x(n − 1) + b2x(n − 2) − a1y(n − 1) − a2y(n − 2), n = 0, 1, 2, . . .

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
.

?� �#��&� ���%�'7 ��&� ��!B ��!"%� �& ��(�� '���!�! ��"� &!#��&"!1
0 ���� ���H�� 67�"=�A ��"7�#!&��$� 6�%)��7 &!'��H�E�)#A '�#��#7&���A� Z������&�����A

 � ��'�!=�&�$� ��&�A��A+ P� ��!#7E  !����"7 =)�$� 6�%)���T
0 ���� ���H�� 67�"=�A ��"7�#!&��$� 6�%)��7 A&%AE #����  ����&����=����%)�7

67�"=�� '� #�����A�! z−k ' "��6�=�E����!+ P� E "��6�=�E��! ��'�!=�&�$� ��&�A��A
�7 1�� 	� �� ��	 �
����0 �������7



��� *� !�������� ���%���

���7"�7�� =!6��&�$� ��"7�#!&��$� 6�%)��� &� ����(�E #��7"�7�7 �%$��!��7 ������
"! #!$��%7 7 6�%)��� � &� ��&� �E ��'�!=�&��7 ��&�A��� ��� ���� ���H��, 67�"=�8+ P�
��!#7��)  !����"7 =!6��&�$� 6�%)���

<�'$%A���� ��"7�#!&�� 6�%)��!+  !����"� A"!B ��!#7E�)#A ��'�!=�&!� ��&�A��A�
�
�� ��� ���� ���H��� 67�"=�E� �

�

.#�7E  �"�%)"� ��'�!B #��7"�7��!B 6��� ���%�'�=�8 ��"7�#!&�!B 6�%)���& �� '���
H!�� ��"�1

�7 ����� ����� <!���� 
�� 	� ��=+ A"� &� ��&� �E ��'��#��� ��, ���%�'�=�8
�
�� ��� �

�

L������� ���%�'�=�A ��A��8 6���! ��(� �7�! �� ��� 7 &!$%A � #B��! �!# 
�
�7 ;�������� ����� �"�����H�� #��7"�7���+

"��� -�(� 3��!� ���!� ��������	���
�
�����

A"7 ���!�7��) �����&�����A� ���� ���H��8 67��
"=�8 ��"7�#!&��$� 6�%)��� �

�  � &!$%A 7

H(z) = H1(z) · H2(z) =
1

A(z)
· B(z). �
��

C�"� �� ���A H(z) &� ��&� �E ��#%� �&���7 '�E �
����� ��!# � ��"7�#!&��$� 6�%)��� ' ���� ����
H��� 67�"=�E�

H1(z) =
1

1 +
N−1∑
k=1

akz−k

�' ����"7�#!&�!� 6�%)���� ' ���� ���H��� 67�"=�E�

H2(z) =
M−1∑
k=0

bkz
−k.

@��� ���H�!� 67�"=�A� H1(z) � H2(z) &� ��&� ���) ��'�!=�&� ��&�A��A

vn = xn −
N−1∑
k=1

akvn−k,

yn =
N−1∑
k=0

bkvn−k,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�
��

A"� ��!#7��) "�����H�7 #��7"�7�7 ��"7�#!&��$� 6�%)���
N� 6���7 �#��7"�7�7� ��'!&���) �����	#��"+

"��� -�*� S�	�	
�	� ���!� ���������
	��� �
�����

�#"�%)"! &��� ��E ������%)�7 "�%)"�#�)  !#"����!B
�%������& '���!�"!+ P� ���%�'7E�)#A '�  �����$��
��!#���8& ����A��

�7 ;�
	���� 
�� 	� �� <!�
������ ���/

��= ��"7�#!&��$� 6�%)��� Q�7��7E�)#A �� �� ����
���� ���H��8 67�"=�8 �

� ��"7�#!&��$� 6�%)��� 7
&!$%A �

H(z) =
L1∏

k=1

β0k + β1kz
−1 + β2kz

−2

1 + α1kz−1 + α2kz−2
=

R∏
k=1

Hk(z).

�
F�
��(�7 ' %���" & �
F� ��'!&���) �	����������

������ O�"&� ����!, �%�" E 7��&��#�%)�� %��"�  %A ���7 �&! �7 )�A"!B 6�%)���&



*��� 3���������� ���������� ���%���� ���

"��� -�,� S�����	� ���!� ��������	��� �
����� �������� &������

?� �!# 
� ��&� ��� "�#"� �7 6���7 ���%�'�=�8 ��"7�#!&��$� 6�%)��� ����)�$�
���A "7+ A"� E ��#%� �&�!� '�E ����A� 6�%)���  �7$�$� ���A "7 ' 6�%)���� ���M�$�
���A "7 ��(�!, ' 6�%)���& ���%�'�&��� 7 &!$%A � "�����H��8 6���!

��#"� �� 6���� ���%�'�=�8 ��"7�#!&�!B 6�%)���& '���'��H7E ��,���M!, ��&��)
&%�#�!B M7��& 6�%)���

�7 �������� 
�� 	� �� <!������� �����= ���%�'�=�8 6�%)��7 A&%AE #��
��� ����%�%)�� '�E ����A+ P� &� ��&� �E �� ���� H(z) 7 &!$%A � #7�!

H(z) =
L2∑

k=1

β0k + β1kz
−1

1 + α1kz−1 + α2kz−2
=

L2∑
k=1

Hk(z). �
���

&7 ��#
� �� � � !����������0 � �	"�� ��	 �
����0 �������7

@� H�# ���%�'7 =!6��&!B 6�%)���& &�(%!&� '��H���A ���7&�E &!'��H���A ��'���
M7&���A ��%�#�& �� �7%�& ���� ���H��8 67�"=�8 & Z��%�P!�� , 8B &�%!&7 �� #��,"�#�)
��"7�#!&�!B 6�%)���&

;�����) ����������) 
	���� ��� ��� �������< 	!����"� ��"�$� 6�%)��7 ��!#7E�
�)#A ���� ���H��� 67�"=�E�

H(z) =
1

1 + a1z−1
=

z

z + a1
=

B(z)
A(z)

. �
���

���B� !�� �7%� � ��%�#! 67�"=�8 �
���1

B(z) = 0 → z0
1 = 0;

A(z) = 0 → z + a1 = 0 → z∗1 = −a1,

 � z0
1 + z∗1 0 &� ��&� �� �7%) �� ��%�# 67�"=�8 H(z) 	%A #��,"�#�� ��"�$� 6�%)��7 �����

B� �� ,  �#����)�+ P��
|z∗1 | = | − a1| < 1. �
���

"��� -�-� S���� 	��
� 
 &��8�
� �������� ��������	��� �
����� &��4��� &������



��� *� !�������� ���%���

����������) 
	���� ��� ��� �������< a�$� ���� ���H��� 67�"=�E� �7 �

H(z) =
b0 + b1z

−1

1 + a1z−1
= b0

z + b1/b0

z + a1
= b0

B(z)
A(z)

. �
�G�

C�"� ���� ���H�� 67�"=�A ��#�!�) � !� �7%) 7 ��H=� B(z) = 0 → z0
1 = −b1/b0+ � � !�

��%�# 7 ��H=� A(z) = 0 → z∗1 = −a1
��!����, #��,"�#�� 6�%)��7 ��"�( ��!,��E &!$%A �
���+ �#"�%)"! & ���B &!�� "�B

��%����! A(z) #��&�� ���) ?� �!# 
; ��&� ��� "���7 �7%�& � ��%�#�& 6�%)��7 ��!
'��H���AB b0 = 0, 5+ b1 = −0, 5+ a1 = 0, 7+  %A A"!B z0

1 = 1+ z∗1 = −0, 7
;�����) ����������) 
	���� ������� �����(

"��� -�.� S���� 	��
� 
 &��8�
� ������
���	��� �
����� &��4��� &������

��< 	!����"� ��"�$� 6�%)��7 ��!#7E�)#A ���� ��
��H��� 67�"=�E�

H(z) =
1

1 + a1z−1 + a2z−2
=

z2

z2 + a1z + a2
=

B(z)
A(z)

.

�
���
<�'$%A���� &!�� �" "���%�"#���#��%7H��!B ���

%�#�&+ A"� ��'�� ' �7%A�! &!'��H�E�� ��"!� H!�
���1

A(z) = z2 + a1z + a2 → z∗1,2 = −a1

2
± i

√
a2 − a2

1

4
.

���!M��� "���%�"#�� H!#%� z∗1,2 & �"#�����=�,��, 6����

z∗1,2 = r∗e±iϕ∗
, �
�
�

� '��H���A �� 7%A r∗ � 6�'! ϕ∗ '��B� !��+ &!"��!#��&7�H! 6���7%7 R,%���1

z∗1,2 = r∗(cos ϕ∗ ± i sin ϕ∗).

�$� �� ������� ��E��

z∗1 + z∗2 = 2r∗ cos ϕ∗ = −a1 → ϕ∗ = arccos(−r∗a1/2);

z∗1 · z∗2 = (r∗)2(cos2 ϕ∗ + sin2 ϕ∗) = (r∗)2 = a2 → r∗ =
√

a2.

B(z) = 0 → z2 = 0 → z0
1,2 = 0.

J�(�+ ��E��  &� �7%� �  &� "���%�"#���#��%7H��� ��%�#! 7 ��H"�B z∗1,2+ P� ��"�'��� ��
�!# 
�

	%A #��,"�#�� =)�$� 6�%)��7 ��E &!"��7&��!#A

"��� -�B� S���� 	��
� 
 &��8�
� ������
���	��� �
����� ������� &������

7��&�
|r| =

√
a2 < 1. �
�;�

����������) 
	���� ������� �������<a�$� ���
�� ���H��� 67�"=�E� �7 �

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1a2z−2
=

b0z
2 + b1z + b2

z2 + a1z + a2
=

B(z)
A(z)

.

�
���
���&7 �7 ��� ��'$%A ��! &!�� �" "���%�"#���#��%7H��!B
��%�#�&

z∗1,2 = r∗e±iϕ∗
, r∗ =

√
a2, ϕ∗ = arccos(−r∗a1/2).



*��� 3���������� ���������� ���%���� ���

?7%� =�E8 ���� ���H��8 67�"=�8 ��(7�) &!A&!�!#A A"  �,#�!�!1

z0
1,2 = − b1

2b0
± 1

2b0

√
b2
1 − 4b0b2,

��" � "���%�"#���#��%7H��!�!1

z0
1,2 = r0e±iϕ0

, r0 =
√

b2/b0, ϕ0 = arccos
(
− b1

2b0
r

)
= arccos

(
− b1

2
√

0b2

)
.

��H�&! )+ "�!����, #��,"�#�� ��"7�#!&��$� 6�%)��7  �7$�$� ���A "7 ��"�( &!'��H�E�
�)#A 7��&�� #��,"�#�� �
�;� ?� �!# 
� '����(��� "���7 �7%�& � ��%�#�& ��"7�#!&��$�
6�%)��7  �7$�$� ���A "7 & Z��%�P!��  %A  &�B &!�� "�&1

�� b0 = 0, 2+ b1 = 0+ b2 = −0, 2+ a1 = 0, 9+ a2 = 0, 81 /�E��1 z0
1 = 1+ z0

2 = −1+
z∗1,2 = r∗e±iϕ∗

T r∗ = 0, 9+ ϕ∗ = 2π/3 ��!# ��T
�� b0 = b1 = b2 = 0, 2+ a1 = −0, 6+ a2 = 0, 36 �"���%�"#���#��%7H��� �7%��+ "�%! �7 �1
z0
1,2 = r0e±iϕ0

T r0 = 1+ ϕ0 = 2π/3T z∗1,2 = r∗e±iϕ∗
+ r∗ = 0, 6+ ϕ∗ = π/3 ��!# ��

"��� -�:� S���� 	��
� 
 &��8�
� ��������	��� �
����� ������� &������

(7 >�!�� ��� � ��+��� ��
����� 0���	����
��	�
� '�$�%)���7 &!$%A � H�#����� B���"���!#�!"� ��"7�#!&�!B 6�%)���& ��E &!$%A 

H
(
eiω
)

=
Y
(
eiω
)

X (eiω)
. �
���

I�#����� B���"���!#�!"� =!6��&�$� 6�%)��7 ��(� �7�! ���!���� ' ���� ���H��8 67��
"=�8 H(z) =!6��&�$� 6�%)��7 6����%)��� '������ "���%�"#��8 '�����8 z �� eiωTd +  �
Td 0 �����&�% ������ �  !#"���!'�=�8 #!$��%�& =!6��&�$� 6�%)���+ �����

H
(
eiω
)

= H(z)
∣∣
z=eiωTd

.

I�#����� B���"���!#�!"� �7 )�A"�8  !����H��8 #!#���!+ A"��+ '�"����+ E ��"7��
#!&�!, 6�%)��+ #"%� �E�)#A ' ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! �LI-�

A(ω) =
∣∣H (eiω

) ∣∣ =√j`2H (eiω) + .m2H (eiω),

 � j` H
(
eiω
)
+ .m H

(
eiω
)
0  �,#�� �� 7A&�� #"%� �&� "���%�"#��8 67�"=�8 H

(
eiω
)
+ ��

6�'��H�#�����8 B���"���!#�!"! �DI-�

ϕ(ω) = arctg

[
.m H

(
eiω
)

j` H (eiω)

]
.



��� *� !�������� ���%���

	%A ���� ���H��8 67�"=�8 '�$�%)��$� &!$%A 7 �

� H�#����� B���"���!#�!"! '��!#7E�
�)#A 7 &!$%A �1

A(ω) =

√√√√√√√√
[

M−1∑
k=0

bk cos ωTdk

]2
+
[

M−1∑
k=0

bk sin ωTdk

]2
[

N−1∑
k=0

ak cos ωTdk

]2
+
[

N−1∑
k=0

ak sinωTdk

]2 �
�F�

ϕ(ω) = arctg

⎡
⎢⎢⎢⎣
(

M−1∑
k=0

bk cos ωTdk

)(
N−1∑
k=0

ak sin ωTdk

)
−
(

M−1∑
k=0

bk sin ωTdk

)(
N−1∑
k=0

ak cos ωTdk

)
(

M−1∑
k=0

bk cos ωTdk

)(
N−1∑
k=0

ak cos ωTdk

)
+
(

N−1∑
k=0

ak sinωTdk

)(
M−1∑
k=0

bk sin ωTdk

)
⎤
⎥⎥⎥⎦

�
���
��#��#7E�� ���!���� '�$�%)�� #��&&� ��M���A  %A LI- � DI-  %A &!'��H���A &� �

��&� �!B B���"���!#�!" ��"7�#!&�!B 6�%)���& ���M�$� �  �7$�$� ���A "7
���!M��� ���� ���H�7 67�"=��  %A ��'�&�$� ��"7�#!&��$� 6�%)��7 ���M�$� ���

�A "71

H(z) =
1

1 + a1z−1
,

����� b0 = 1+ a0 = 1+ '&� "! ��E��1 0 H�#����� B���"���!#�!"� �I-�

H
(
eiωTd

)
=

1
1 + a1e−iωTd

;

0 LI-

A(ω) =

√
1

(1 + a1 cos ωTd)2 + (a1 sin ωTd)2
; �
���

0 DI-

ϕ(ω) = arctg
[

a1 sinωTd

(1 + a1 cos ωTd)

]
. �
���

5��6�"! M7"��!B LI- � DI-  %A a1 = −0, 8 � H�#���! 0 ≤ ω ≤ π/Td ��&� ��� �� �!#
�%� '�7&�(!�!+ P� "��!#�� ���! #��&&� ��M���A+ A"�  �'&�%A��) ��'��B�&7&��!

'��H���A LI- �� ��(�B �#��&��8 #�7$! H�#���+ ����� ��! ω = 0 � ω = π/Td �  ����7
��'� ' �
��� ��E��1

A(0) =
∣∣∣∣ 1
1 + a1

∣∣∣∣ ; A(π/Td) =
∣∣∣∣ 1
1 − a1

∣∣∣∣ .
	%A ��"7�#!&��$� 6�%)��7 ���M�$� ���A "7 ' ���� ���H��� 67�"=�E�

H(z) =
b0 + b1z

−1

1 + a1z−1
,

��E��1
0 I-

H
(
eiωTd

)
=

b0 + b1e
−iωTd

1 + a1e−iωTd
;

0 LI-

A(ω) =

√
(b0 + b1 cos ωTd)2 + (b1 sin ωTd)2

(1 + a1 cos ωTd)2 + (a1 sin ωTd)2
; �
�G�

0 DI-

ϕ(ω) = arctg
[
(b0 + b1 cos ωTd)(a1 sin ωTd) − (b1 sin ωTd)(1 + a1 cos ωTd)
(b0 + b1 cos ωTd)(1 + a1 cos ωTd) + (b1 sinωTd)(a1 sin ωTd)

]
. �
���



*��� 3���������� ���������� ���%���� ���

���&&� ��M���A  %A ��'��B7�"7 '��H��) LI- �� ��(�B �#��&��8 #�7$! H�#��� ω ∈
[0, π/Td] E ��"!�!1

A(0) =
∣∣∣∣b0 + b1

1 + a1

∣∣∣∣ ; A(π/Td) =
∣∣∣∣b0 − b1

1 − a1

∣∣∣∣ .
	%A '��H��) ���������& 6�%)��7 b0 = 0, 1+ b1 = 0, 1+ a1 = −0, 8+ Td = 2c � H�#���
ω ∈ [0, π/Td] LI- � DI- ��&� ��� �� �!#

�� ��"!B ���������&  ��!, 6�%)�� ��%�(!�)  � "%�#7 &!���"�&!B 6�%)���& �!(��B
H�#���

	%A �������� ������������ 
	����� ������� ������� ' ���� ���H��� 67�"=�E�

H(z) =
1

1 + a1z−1 + a2z−2

��E��1
0 I-

H
(
eiωTd

)
=

1
1 + a1e−iωTd + a2e−i2ωTd

;

0 LI-

A(ω) =

√
1

(1 + a1 cos ωTd + a2 cos 2ωTd)2 + (a1 sin ωTd + a2 sin 2ωTd)2
; �
�
�

0 DI-

ϕ(ω) = arctg
a1 sin ωTd + a2 sin 2ωTd

1 + a1 cos ωTd + a2 cos 2ωTd
. �
�;�

?� ��(�B �#��&��8 #�7$! H�#��� ω ∈ [0, π/Td] LI- ���7&�E '��H��)1

A(0) =
∣∣∣∣ 1
1 + a1 + a2

∣∣∣∣ ; A(π/Td) =
∣∣∣∣ 1
1 − a1 + a2

∣∣∣∣ .
5��6�"! DI- �� DI-+ P� &� ��&� ���) #��&&� ��M���A� �
�
�+ �
�;� '� ��"!B '��H��)
"��6�=�E���&+ A" a1 = 0, 9+ a2 = 0, 81 � #�7$! H�#��� 0 ≤ ω ≤ π/Td �� ��� �� �!#

����������) 
	���� ������� �������< @��� ���H�� 67�"=�A 6�%)��7 ��E &!$%A 1

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
.

H
(
eiωTd

)
=

b0 + b1e
−iωTd + b2e

−i2ωTd

1 + a1e−iωTd + a2e−i2ωTd
;

0 LI-

A(ω) =

√
(b0 + b1 cos ωTd + b2 cos 2ωTd)2 + (b1 sin ωTd + b2 sin 2ωTd)2

(1 + a1 cos ωTd + a2 cos 2ωTd)2 + (a1 sin ωTd + a2 sin 2ωTd)2
; �
���

0 DI-

ϕ(ω) = arctg
(b0 + b1 cos ωTd) + b2 cos 2ωTd)(a1 sin ωTd + a2 sin 2ωTd) − (b1 sin ωTd + b2 sin 2ωTd)(1 + a1 c
(b0 + b1 cos ωTd) + b2 cos 2ωTd)(1 + a1 cos ωTd + a2 cos 2ωTd) + (b1 sin ωTd + b2 sin 2ωTd)(a1 s

�
���
?� ��(�B �#��&��8 #�7$! H�#��� ��E��1

A(0) =
∣∣∣∣b0 + b1 + b2

1 + a1 + a2

∣∣∣∣ ; A(π/Td) =
∣∣∣∣b0 − b1 + b2

1 − a1 + a2

∣∣∣∣ .
@��7 �&��� $��6�"! LI- � DI- '� '��H��) ���������& ��"7�#!&��$� 6�%)��7 b0 =

0+ b1 = 0, 0951+ b2 = −0, 0951+ Td = 2c+ a1 = 0, 9+ a2 = 0, 81 ��"�'��� �� �!#
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)7 ;������ ��� � ��!�� ���: 0���	����
��	�7

@� H�# ����"�7&���A ��"7�#!&�!B 6�%)���& 7 �!'=� ���� �&+  � &!"��!#��&7E�)#A
����"#!��=�A LI-+ H�#�� '�#��#�&7E�)#A "&� ��� ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!�
"! 	%A ���%�$�&�$� 6�%)��7 ' ���� ���H��� 67�"=�E� H(p) "&� ��� �� 7%A H�#�����8
B���"���!#�!"! &!'��H���) ��"1

|H(iω)|2 = H(iω)H∗(iω), �
�F�

 � H∗(iω) 0 "���%�"#���#��%7H��� 67�"=�A &� ��#�� H(iω)
J#"�%)"! "��6�=�E��! 67�"=�8 H(p) E  �,#��+ H∗(iω) = H(−iω)+ , ��(�+ |H(iω)|2

��(�� ���!���!+ &!B� AH! '� #��&&� ��M���A

|H(iω)|2 = H(p)H(−p)|p=iω. �
G��

@��� ���H�7 67�"=�� H(p) ��(�� '�&( ! �� ��! 7 &!$%A �  ��7�"7 ���(�!"�& ����
M�$� #�����A+ A"� ��#�A�) 7 #��� ��%�#! � �7%� 67�"=�8 H(p)+ ����� 7 &!$%A �

H(p) =
(p − β1)(p − β2) . . .

(p − α1)(p − α2) . . .
, �
G��

 � αi, βj 0 ��%�#! � �7%� &� ��&� ��
J�(�+ 67�"=�A H(p)H(−p) ��(� �7�! '��!#��� 7 &!$%A �  ��7�"7 ��"!B $�7� ����

(�!"�&+ A"
(p − βk)(−p − βk) = β2

k − p2 = (ω2 + β2
k)|p=iω. �
G��

J�(�+ "&� ��� �� 7%A ���� ���H��8 67�"=�8 H(p) '�&( ! ��(�� '��!#��! 7 ��"�, 6���
��1

|H(iω)|2 =
K2(ω2 + β2

1)(ω2 + β2
2) . . .

(ω2 + α2
1)(ω2 + α2

2) . . .
. �
GG�

�� �7 )�A"!B '��H��) ��%�#�& � �7%�& H(p) � �,#�!B H! "���%�"#�!B� ' &!��'7 �
GG�
&!�%!&�E ��"� �&�� (���A1

������� ��
����	� � �����	� 	������ ��� � !����������: � �	"�:

. !������ ����� �
GG� ��� ω2 + ���
���� 	����"�.�����? !����� +�������

"�0 !������� . ������� �� �
�0 ���
��0 +������ ω
	%A =!6��&�$� 6�%)���+  !����"� A"�$� ��!#7E�)#A ���� ���H��� 67�"=�E� H(p)+

"&� ��� �� 7%A &!'��H���) ��"1

∣∣H (eiω
)∣∣ = |H(z)H(−z)|z=iω . �
G��

<�'��M7&���A �7%�& �� ��%�#�& =�E8 67�"=�8 & z��%�P!�� E #!����!H�� �'  '���
"�%)�!� &� ����(���A� &� ��#�� � !�!H��$� "�%� @�%�#! H(z) ��#�A�)#A &#��� !��
� !�!H��$� "�%�+ ���7 &��! #��&�� &!'��H���)#A "&� ����� ���%��7 ��8 B���"���!�
#�!"! 6�%)��� ?7%� H(z) ��(7�) '�,���! & z��%�P!��  �&�%)�� ��%�(���A �'� &!�A�
�"�� &�(%!&�$� &!�� "7+ "�%! �7%� ��'��M�&��� �� � !�!H���7 "�%�� L%� '�'&!H�,
�7%� ���� ���H��8 67�"=�8 H(z) ��"�( &!�!����)#A ��"!� H!���+ P�� �7%� "&� ���7
���%��7 ��8 B���"���!#�!"!+ P� 8� &� ��&� ���)+ ��#�!%!#) �� � !�!H���7 "�%� �� &#��
�� !�� ,�$� & z��%�P!�� D�%)��! ' ��"!�! �7%A�! ��'!&���)#A �	�	������(
�������

	�������

'��� 9����� �������
���� �����
�� �������
��� �	����	


�#� ���� ! ����"�7&���A ��"7�#!&�!B 6�%)���& ��'��$� 67�"=����%)��$� ��!'��H��
��A Q�7��7��)#A �� �!'=� 67�"=����%)�!B ���7 �&+ A"�  �'&�%A��) ���%�'7&��! �#��&��
67�"=�8 6�%)���&
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@���"�7&���A ��%)M�#�� '� #��� ����!B �!��& 6�%)���& ��H!��E�)#A ' 8B�)�8 �����
"#!��=�8 7 &!$%A � 6�%)��� �!(��B H�#��� �' �����&���� � ��%�'�&���� B���"���!#�!�
"�� 1��������) � ��%)�!, 6�%)�� �!(��B H�#��� ��E � !�!H�!, "��6�=�E�� ���� �H�
7 #�7'� H�#��� &� �  � � �� *# �� �7%)�&!, "��6�=�E�� ���� �H� �� &#�B H�#����B+ P� E
��%)M� '� � �� *# D�'�&!, '#7&  %A ��"�$� 6�%)��� ϕ(ω) � − arctg .mH(iω)/j`H(iω)
A&%AE #���� %���,�7 67�"=��+ A"� ��E � !�!H�!, ���$��# "7�� ��B!%7 7 #�7'� ����7�
#"���A 	%A H�#���+ A"� ����&!P7��) � �� *#+ 6�'�&!, '#7& �� ��E '��H���A+ �#"�%)"!
�� =!B H�#����B 6�%)�� �� ����7#"�E #!$��%

J�(�+ ���������) 	�������) 
	���� ����	' #����� &!'��H�E�)#A ��"!� H!���1

H(iω) =

{
e−iω  %A 0 ≤ |ω| ≤ 1,
0  %A |ω| > 1.

�
G
�

/� 7%) "��6�=�E��� ���� �H� �� 6�'�&!, '#7&+ P� &!'��H�E�)#A '� �
G
�+ ��&� ���
�� �!#

@�#%A ��$�+ A" � ��(��� 6�%)�� �!(��B H�#��� �' �����&���� � ��%�'�&���� B����
"���!#�!"��+ ��(�� '�#��#7&��! &� ��&� �� H�#����� �����&�����A+ '�  �����$�� A"!B
=�, ��'�&!, 6�%)�� �!(��B H�#��� ��(� �7�! �����&����� 7 6�%)�� &��B��B H�#���+ #�7�
$�#�!, , ��M� ��%)M #"%� �� 6�%)��! �'  �"�%)"��� #�7$��! ����7#"���A �� '���!�"!

L%� ���� =!� &!�!"�E ����%��� ����"#!��=�8 B���"���!#�!" �����&���$� � ��%)�
��$� 6�%)��� &! 7 �
G
� ���%)�!�! B���"���!#�!"��! 6�'!H�� ���%�'7E�!B 6�%)���&
'$� �� ' ��B��H�!�! &!��$��! N� ' �,#��E�)#A '�  �����$�� #��=��%)�!B ����"#!�7�
�H!B 67�"=�, ���%�����&�+ A"� &!'��H���) &� ��&� �� �!�! 6�%)���& ��'��$� 67�"=���
��%)��$� ��!'��H���A

@���%�H!��  �A"� ' ��'��&#� (��!B �!��& 6�%)���& �!(��B H�#���1
� �	���� ;���������� �' ��������� #�� ��H�� ���%��7 ���H�#������ B���"���

�!#�!"�� ��! ω ≥ 0
� �	���� B��� ��� ��!� �� �' ��&��B&!%)�&�� 7 #�7'� ����7#"���A �� ���������

#�� ��H�� 7 #�7'� '���!�"! ���%��7 ���H�#������ B���"���!#�!"��
G :�������) 
	���� B��� ��� ��!� �� �' ��������� #�� ��H�� 7 #�7'� ����7#"��

��A �� ��&��B&!%)�&�� 7 #�7'� '���!�"! ���%��7 ���H�#������ B���"���!#�!"��
� C�	���#��) 6�%)��+ &� ��!, A" 6�%)�� !�����+ ��� ����	)��) 
	���� B��� ���

�6�%)�� ��%����)�&� 0 ��7���� �' ��&��B&!%)�&�� A" 7 #�7'� ����7#"���A+ ��" , 7 #�7'�
'���!�7&���A ���%��7 ���H�#������ B���"���!#�!"��


 �	���� ;������ �&� ��!, ��"�( A" 6�%)�� �' ��"#!��%)�� �%�#"�� B���"���
�!#�!"�� $�7��&�$� H�#7 7��&�%)����A�+ P� ���7 �&��� �� �#��&� ����"#!��=�8 �A ��
C�,%��� & �"�%� s = 0 %���,��8 6�'��H�#�����8 B���"���!#�!"!

Y" =� &!�%!&�E ' �����&�����A 5�%)�����+ ������%)���6�'�&!, %��=�$ #��&�� &!�
'��H�E�)#A ��� 67�"=�E� �� 7%A+ ��� 67�"=�E� 6�'! C����+ ���� ���H�� 67�"=�A ��
��(� � ��H�#�� ����"#!�7&��! ���%��7 ���H�#����7 �� 6�'��H�#����7 B���"���!#�!"!
�����&���$� � ��%�'�&���$� 6�%)��� �!(��B H�#��� D�%)��! O�����&����+ I��!M�&�+
��&��#�!, 6�%)�� I��!M�&� �� �%���!H�!, 6�%)�� ����"#!�7��) ���%��7 ���H�#����7+
� 6�%)�� O�##�%A 0 6�'��H�#����7 B���"���!#�!"! �����&���$� � ��%�'�&���$� 6�%)���
�!(��B H�#���

�� ��� ��! $�7�! ���� �& ��'��B7�"7 ���� ���H�!B 67�"=�, ��"7�#!&�!B =!6���
&!B 6�%)���& �<ND�1

� $���� ����������� ���������+ #7���#�� A"�$� E #!���' #��H��"7 ���%�$�&�$�
6�%)���+ P� &� ��&� �E '� ��!� ��B��H�!� &!��$��+ ' ��#�7��!� �����&�����A� =)�$�
6�%)��� 7 &� ��&� �!, =!6��&!, 6�%)��

� 5���	 ������ �����'���� � Z(���+��	+ "�%! & �E�)#A '��,�! ��"� ��'��M7&���A
��%�#�& �� �7%�& =!6��&�$� 6�%)���+ '� A"�$� '���'��H7E�)#A ����B� �� ����"#!��=�A
��'��#��� �)� '� ���8 H�#�����8 ��� H�#�&�8 B���"���!#�!"! 6�%)���



��
 *� !�������� ���%���

G $�����* +� �����������"�� ����	 �������� �����	��	�  %A ������'�=�8 ��
���������� �"��6�=�E����� 6�%)��� ��� ��'��M7&���� ��%�#�& �� �7%�& ���� ���H��8
67�"=�8 ������$� "�!����A+ A"!, '���'��H7E &� ��&� �7 ����"#!��=�� '� ���8 B���"���
�!#�!"! 6�%)���

'�"� 9���� �������
��� ���������

� �#��&�  ���$� �� B� 7  � &!��M���A '� �H� ����"�7&���A ��"7�#!&�!B =!6���
&!B 6�%)���& ��"%� ��� ���"�!H�7 � ��1 '���#�) ��$�+ P�� '���&� #�&���&��! ������
��'��B7�"7 =!6��&!B 6�%)���&+ ��(�� &!"��!#���! ���#�� ���� ! &� ����(���A � !#�
"���!'�=�8�+ A"�  �'&�%A��) �����&��!�! ���%�$�&� 6�%)��! ��'��$� 67�"=����%)��$�
��!'��H���A 7 &� ��&� �� =!6��&� 6�%)��! 5�%�&�!�! 7��&��! ��"!B �����&����) E
'����(���A 7 =!6��&!B 6�%)���B &%�#�!&�#��, H�#����!B B���"���!#�!" �� #��,"�#��+
P� �7%! 7 ���%�$�&�$� ������!�7

C�"!, �� B� A&%AE�)#A %�$�H�!�+ �#"�%)"!1
�� #��#��! ��'��B7�"7 ���%�$�&!B 6�%)���&  ���� &� ���=)�&���T
�� ��%)M�#�) ���� �& ��'��B7�"7 ���%�$�&!B 6�%)���& ����) &� ��#�� ���#�� ����

=� 7�! ��'��B7�"7 & '��"����, 6���� ���#%� �" =)�$� ���� ! ��'��B7�"7 =!6��&�$�
6�%)���+ P� Q�7��7��)#A �� =!B ���%�$�&!B 6���7%�B ��'��B7�"7+ E  �&�%� ���#��

<��%�'�=�A =)�$� �� B� 7 &!��$�E ��'���"! ���#�!B �%$��!���&+ A"� '���'��H7��)
&"�'��!, ����B� + P� 7'�$�%)���� ��(�� �� ��! 7 ��"��7 &!$%A �1

C��� 0 J��!����A ��������8 ���� ���H��8 67�"=�8 H(p) ���%�$�&�$� 6�%)����
������!�7+ A"!, '� �&�%)�AE ��B��H�!� &!��$�� �����"! #!$��%7

C��� 6 ��&�����A ���=� 7�! ����B� 7+ A"� �����&���E 67�"=��H(p) 7 &� ��&� �7
���� ���H�7 67�"=�� H(z) =!6��&�$� 6�%)���+ P� '� �&�%)�AE '� ��!� ��B��H�!�
&!��$��

�&�E� H��$�� "�(�!, ' �����& #"%� �E�)#A ' #7"7���#�� &� ��&� �!B ���=� 7�+ P�
��'��  ���) 7'�$�%)���!, �%$��!�� ���� 7 ���%�$�&�$� ������!�7+ , A"!, ��E ��"7
��#%� �&��#�) "��"�&1

� �!'��H���A 67�"=����%)��$� �!�7 6�%)��� '$� �� ' &!��$��!  � �����"! #!$���
%7 � 6���7&���A ��������!H�!B ����(��)  %A ���%��7 ���H�#�����8 ��� 6�'��H�#�����8
B���"���!#�!"! 6�%)��7 N� ����(���A ����) &!$%A  ��7#"�& �� ��(%!&� &� B!%���A
&� &� ��&� ��8 � ��%)��8 H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)��� ��������$� 67�"=����%)���
$� �!�7

� @���B� &� &� ��&� �!B H�#����!B �����&����)+ #6����&��!B 7 ��+  � H�#���
��!B B���"���!#�!" 7  ����'��� �!(��B H�#��� ω ∈ [0, 1] �� *#+ ����� ' �,#�!�! ����B� 
&� ����"�7&���A 6�%)��7 ��������$� 67�"=����%)��$� �!�7 7 '� ����7 H�#������7  ��
���'���  � ���7 �&! ����������� ����������� 
	����� ����	' #����� � �����#����
�	������	 #�����

G L���"#!��=�A �������!B B���"���!#�!" �LI- ��� DI-� �' '� ���� ��H��#�� '
&!"��!#����A� &� ��&� ��8 #!#���! ����"#!�7�H!B 67�"=�, ���%�����&�+ P� ��!'&��
 !�)  � #!���'7 ���%�$�&!B 6�%)���& �!(��B H�#��� �!�7 O�����&����+ I��!M�&�+ ���
7��� ��P�

� <�'��B7��" ���� ���H��8 67�"=�8 �����&���$� ���%�$�&�$� 6�%)��7 �!(��B H��
#��� �� �#��&� "&� ���7 67�"=�8 �� 7%A ����"#!��&���8 H�#�����8 B���"���!#�!"!+ P�
'� �&�%)�AE 7��&! 6�'!H��8 ���%�'7E��#�� � #��,"�#��


 @����&�����A ���!����8 ���� ���H��8 67�"=�8 �����&���$� 6�%)��� �!(��B H��
#��� 7 ���� ���H�7 67�"=�� ���%�$�&�$� 6�%)��� '� ���$� 67�"=����%)��$� �!�7 �D?I+
D�I+ #�7$�#�!, H! ��(�"����!,� �' '� ��!�! H�#����!�! &%�#�!&�#�A�! 7 ���������7
H�#������7  ����'���

; @���B� &� #����"��&���$� ���%�$�&�$� 6�%)���  � ��"7�#!&��$� =!6��&�$�
6�%)��7 ��$� #���$� �!�7 �� �#��&� &� ��&� ��$� �����&�����A �&� ����(���A� ���� ��
��H��8 67�"=�8 H(p) ���%�$�&�$� ������!�7 7 ���� ���H�7 67�"=�� H(z)



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

� @��7 �&� �� �#��&� ���!����8 ���� ���H��8 67�"=�8 H(z) ��"7�#!&��$� =!6���
&�$� 6�%)��7 #"��H�������'�!=�&�$� ��&�A��A+ A"� E �#��&� ���"�!H��8 ���%�'�=�8 =!�
6��&�$� 6�%)���

,����� 6������#��
 �������� #���� ��������$��< 	����
<

�� ��� "�%)"� #!#��� ����"#!�7�H!B 67�"=�, ���%�����&�+ #��� A"!B &! �%A��)
��%����! O�����&����+ I��!M�&�+ O�##�%A �� ��M� <�'$%A���� ���M�  &� #!#���! ���
%�����&+ P� &!"��!#��&7��)#A  %A ����"#!��=�8 ���%��7 ���H�#����!B B���"���!#�!"
�����&���$� � ��%)��$� 6�%)��� �!(��B H�#���

1�*����� (� ��������� �� 2�� 	� �

D7�"=�A O�����&���� n�$� ���A "7 &!'��H�E�)#A 7 ��"��7 &!$%A �

Bn(iω) = 1/(1 + ω2n), n = 1, 2, . . . �
G;�

	%A �7 )�A"�$�  � ����$� n 67�"=�A O�����&���� Bn(iω) '� �&�%)�AE 7��&! ���
&� ���$� �&�� (���A+ � #���1 � H!#�%)�!" �  �%)�!" =�E8 67�"=�8 E ��%����! &� ω2 '
 �,#�!�! "��6�=�E����!+ ��!H��7 Bn(iω) > 0  %A &#�B '��H��) ω J�(�+ 67�"=�A O���
���&���� ��(� &� ����(��! ���%��7 ���H�#����7 B���"���!#�!"7 6�'!H�� ���%�'7E��$�
6�%)��7 ?����&��!, 6�%)�� �!(��B H�#��� O�����&���� n�$� ���A "7 B���"���!'7E�
�)#A ��"!� &!��'��1

|H(iω)|2 = Bn(ω) = 1/(1 + ω2n), n = 1, 2, . . . �
G��

��%! n → ∞+ ���%��7 ���H�#����� B���"���!#�!"� O�����&���� ���%!(�E�)#A  �
�����&���8 � ��%�'�&���8 ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! �!(��B H�#���+ P� ��"��
'��� �� �!# 
F ��! ω ∈ [0, 1] �� '��#����A ���A "7 n 6�%)��� O�����&���� "��6�=�E��
���� �H� & #�7'� ����7#"���A ���%!(�E�)#A  � � !�!=�+ ����B� �� ��%�#�) '&7(7E�)#A+
� & #�7'� '���!�7&���A �ω > 1� 67�"=�A ���� �H� &#� �%!(H� ��A�7E  � �7%A C��
"!� H!���+ n E ��������+ &!��� A"�$�  �'&�%AE '� �&�%)�!�! '� ��!, ����� &!��$  �
6�%)��7 & #�7'� ����7#"���A �� #�7'� '���!�7&���A D�'��H�#����7 B���"���!#�!"7
ϕ(ω) �����&���$� 6�%)��� �!(��B H�#��� O�����&���� n�$� ���A "7 ��&� ��� �� �!#

�� O�H!��+ P� '�  7(� ��%!B '��H��) ω 6�'�&� B���"���!#�!"� '����E�)#A ��,(�
%���,��+ �#��%!&� '� ��%!B '��H��) n

"��� -�Q� 9TP �
����� ������������

����	�� 	
���	��� ��
/ � 2�� 	� �� L��%�' &!��'7 �
G�� #&� H!�)+ P� ����
��&��!, 6�%)�� �!(��B H�#��� O�����&���� ��E ��"� �#��&�� &%�#�!&�#��1



��� *� !�������� ���%���

"��� -�#K� ?TP �
����� ������������

� �� �7 )�A"�$� n #���& (7��)#A ��"� #��&&� ��M���A1

|H(iω)|2 = 1, |H(i · 1)|2 = 0, 5, |H(i · ∞)|2 = 0. �
G��

�&� #! &!��"�E+ P� &�%!H!�� "��6�=�E��� ���� �H� ��! ω = 0 #"%� �E � I�#����
'��'7 ωc �� ��&�� G  O  ���&��E � �� *# 	� ��H�+ #������ ��	�� ωc E H�#����+ ��
A"�, "&� ��� �� 7%A 67�"=�8 ���� �H�  ���&��E �+
 J�(�+ ωc ��(�� ��H!#%!�! '
&!��'7 |H(iωc)|2 = 0, 5 Y"P� ����,�!  �  �=!��%+ �� ωc E ��H"�+  %A A"�8 &�%!H!��
��#%��%���A −10 lg |H(iωc)|2 = −10 lg(0, 5) ≈ 3  O

� D7�"=�8 �� 7%A ���� �H� 6�%)���& O�����&���� ��������� 7�7&���) ��! ω ≥ 0
J�(�+ |H(iω)| ��E ��"#!��%)�� '��H���A ��! ω = 0

G @��M� (2n − 1) ��B� �!B ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)��� �!(��B
H�#��� O�����&���� n�$� ���A "7  ���&����) �7%� ��! ω = 0 � =�E8 ��!H!�
�! 6�%)��! O�����&���� ��"�( ��'!&���) 6�%)����! ' ����������� ��������
�$%� "!�!� ���%��7 ���H�#����!�! B���"���!#�!"��!

� ��7�!'�� ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)��� O�����&���� n�$� ���A �
"7 �� &!#�"!B H�#����B #"%� �E 20n  O* �"

�%�#�!&�#�) � ��(��  �&�#�!+ A"P� ��� !6����=��&��! &!��' �
G��1

d

dω
|H(iω)|2 =

−2nω2n−1

(1 + ω2n)2
= 2|H(iω)|d|H(iω)|

dω
.

�&� #!+
d|H(iω)|

dω
=

1
2|H(iω)|

d

dω
|H(iω)|2 = − nω2n−1

[1 + ω2n]3/2
.

�%�#�!&�#�) G ��(� �7�! ��"�'��� M%AB�� ��'"%� ���A |H(iω)|2 7 �A C�,%��� &
�"�%� ω = 01

|H(iω)|2 = 1 − ω2n + ω4n + . . .

�� ������� ������� _�� � ��(��! ������%)���6�'�&7 67�"=��  %A '� ���8 67��
"=�8 �� 7%A �����1

!��� 0< �� '� ���� 67�"=�E� �� 7%A 6�%)��� O�����&���� n�$� ���A "7 ���7 7�
&��!

h(p) � H(p)H(−p) = |H(iω)|2∣∣
ω=p/i

=
1

1 + ω2n

∣∣∣∣
ω=p/i

=
1

1 + (−1)np2n
. �
GF�
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!��� 6< @� ��! h(p) 7 &!$%A �  ��7�"7 ��%�����& ��$� �� ��$� ���A "�& J#"�%)"! &
h(p) &� #7��� #"��H���� �7%�+ � ��%�#! ����) "&� ����7 #!������+ �� H!#�%)�!" H(p)
 ���&��E �

!��� 7< �"��!#��E��#)  %A ���7 �&! H(p) �!�! #��&���(�!"��!+ A"� &� ��&� ���)
��%�#��+ P� ��#�A�)#A 7 %�&�, p�����&�%�P!�� 	��7��" =!B #��&���(�!"�& 7�&���E
 �%)�!" H(p)

�������� /	� ��!� &��������	� ��	��
8 ��� 	��!���	��� �
����� 	��	
� ������ ����
�������� *��� &������� /�
�	� 	�����	
 ���!
 &������� !�1!�2

#�

H(p)H(−p) = |H(iω)|2∣∣
ω=p/i

=
1

1 − p6

�
(�

H(p)H(−p) =
1

1 − p6
=

1
(p + 1)(p2 + p + 1)(−p + 1)(p2 − p + 1)

.

*� +�������1!��� ��� &������� �&
�!	��	���!� (p + 1) �� (p2 + p + 1)� � �
�&��
��8��
&��8��! � �
�
 p�	�&
�&���	
� G�1!�

H(p) =
1

(p + 1)(p2 + p + 1)
=

1
p3 + 2p2 + 2p + 1

.

A� ����� 1 &��������	� ��	��
� ��� 	��!���	��� �
����� 	��	
� ������ ����������� *���
&�������

J#��&�� =)�$� ���=�#7 E �� ���A "&� ���7 �� 7%A 7 &!$%A �  ��7�"7 H(p)H(−p)
@�%�#��! =)�$� &!��'7 E ��'&�A'�" ��&�A��A

(−1)np2n + 1 = 0. �
���

<�'$%A���� #��H��"7 &!�� �"+ "�%! '��H���A n ����� C� � ��&�A��A �
��� ���7&�E
&!$%A 7

p2n + 1 = 0; −1 = ei(2k−1)/(2n)π ,

 � k 0 =�%� H!#%� J�(�+ ��%�#��! p̂k 67�"=�8 H(p)H(−p) E

p̂k = cos[(2k − 1)/2n]π + i sin[(2k − 1)/2n]π = cos θ̂k + i sin θ̂k, k = 1, 2n. �
���

 � θ̂k = (2k − 1)π/2n
<�'��M7&���A =!B ��%�#�& ��&� ��� �� �!# 
��  %A &!�� "7 n = 4 �� n = 5 &� �

��&� �� J#"�%)"! &� %�" ��%�#�& ��H!��E�)#A &�  �,#��8 �#� , &� ��)#A ����! #���%"!
$� !��!"�+ ���"7&���A ��%�#�& ��H!��E�)#A ' ���M�$� "&� ����7 L%�  %A '���'��H��
��A #��,"�#�� ��# ���M '� &#� =�"�&%A�) ��%�#!+ P� ��#�A�)#A 7 %�&�, p�����&�%�P!��
@�'��H!��

pk � p̂k+(n/2), θk � θ̂k+(n/2) − π/2. �
���

�&� #! '��, ���+ P� &!��� "7�� θk ��H!��E�)#A '  � ����$� ����A�7 7A&��8 �#� p�
�%�P!�! , ' �,#��E�)#A ����! #���%"! $� !��!"� � '&�A'"7 ' =!� ��#%� �&�� '���
��&���A θk #��H��"7 &!A&%AE n ��%�#�&+ P� ��#�A�)#A & %�&�, p�����&�%�P!�� @�%�#!
H(p)H(−p) H���' θk ' %�&�8 p�����&�%�P!�! &!'��H���)#A ��"!� H!���1

pk = cos θ̂k+(n/2) + i sin θ̂k+(n/2) = cos[θk + (π/2)] + i sin[θk + (π/2)] = − sin θk + i cos θk,
�
�G�

L��%�$�H��+ ��(�� ��"�'��!+ P� ��%�#!H(p)H(−p)+ A"� ��#�A�)#A & %�&�, p�����&�%�P!��
 %A n �������$� ��"�( &!'��H���)#A &!��'�� �
�G� J�(�+

H(p) =
n∏

k=1

1
p − pk

=
n∏

k=1

1
p − σk − iωk

, �
���



��� *� !�������� ���%���

"��� -�##� 3��8�� �
����� ����������� ��� n = 4 �� n = 5�

 �

pk = σk + iωk, σk = − sin θk, ωk = cos θk, pk = σ2
k +ω2

k = sin2 θk +cos2 θk = 1. �
�
�

θk =
2k − 1

2n
π, k = 1, n. �
�;�

J�(�+ ��%�#! H(p) ��#�A�)#A �� "�%� � !�!H��$� �� �7#7 Y"P� pk 0  �,#�!, ��%�#+ ��

θk = π/2, � pk = −1. �
���

���B�&7�H! �
�;�+ &!��' �
��� ��(� #���& (7&��!#) ��%)"! �� �+ "�%! n 0 �������
H!#%�

Y"P� pk 0 "���%�"#�!, ��%�#+ �� p̂k �&�%!H!��+ "���%�"#���#��%7H���  � pk� ��"�(
E "���%�"#�!, ��%�#�+ ��(

(p− pk)(p− p̂k) = (p−σk − iωk)(p−σk + iωk) = p2 − 2σkp + σ2
k = ω2

k = p2 + (2 sin θk)p + 1.
�
���

C� � ��E�� '���#�) �
��� ��"�

H(p) =
n/2∏
k=1

1
p2 + (2 sin θk)p + 1

, n0�����. �
�F�

H(p) =
1

p + 1

(n−1)/2∏
k=1

1
p2 + (2 sin θk)p + 1

, n0�������. �

��

?���!"%� + ���� ���H�� 67�"=�A �����&���$� 6�%)��� �!(��B H�#��� O�����&����
��$� ���A "7 &!'��H�E�)#A &!��'��

H2(p) =
1

p2 + [2 sin(π/4)]p + 1
=

1
p2 +

√
2p + 1

, �

��



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

� ���� ���H�� 67�"=�A G�$� ���A "7 0 &!��'��

H3(p) =
1

p + 1
1

p2 + [2 sin(π/6)]p + 1
=

1
(p + 1)(p2 + p + 1)

, �

��

��%! H�#����!,  ����'�� 6�%)��7 �!(��B H�#��� &!�!��E�)#A ��"+ P� ,�$� H�#����
'��'7 #"%� �E ωc �= 1 �� *#+ ��%�#! ������P7��)#A &' �&( �� ��%)�!B %���,  � &� ���
&� �!B ��H�" �� "�%� �� �7#7 ωc C�"!� H!���+ ����7&���A H�#���! �� '����E B���"���7
 ��$���! ��'��M7&���A ��%�#�& �� �7%�& '� &!�A�"�� '����&���A 88 ���!%�

1�*����� (� ��������� �� 4���,�	�

D�%)��+ P� E �� ���!,  � 6�%)��� O�����&����+ & A"��7 &#� #�7���� #&��� ! &!"��!�
#��&7��)#A  %A � ��(���A ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"! ' �%�#"��  �%A�"��
7 ��H��"7 "��� !���+ ��(� &!A&!�!#) �� ��,"��P!� ��M���A� � ��$��)�B &!�� "�B
��%)M &�(%!&� ���! ����"#!��=��+ A"� '���'��H7E ��&������� $���7 A"�#�) ��� �&(
7#�E8 #�7$! ����7#"���A D�%)��+ A"!, ��E ��"� ��&������� ����"#!�7�H� &%�#�!&�#��+ 0
=� 6�%)�� I��!M�&� ���6�=�E�� ���� �H� 6�%)��� I��!M�&� 7 #�7'� ����7#"���A "�%!�
&�E�)#A ��(  &��� '��H���A�! ��!# � I!#%� B&!%) =!B "�%!&��) '�%�(!�) &� ���A "7
n 6�%)��� L��%��7 � "�%!&��) =)�$� "��6�=�E��� ���� �H� E &�%)�!, ��������

J#"�%)"! B���"���!#�!"! 6�%)���& I��!M�&� &!'��H���)#A ��%������! I��!M�&�+
��'$%A���� #��H��"7  �A"� �#��&�� &%�#�!&�#�� ��%�����& I��!M�&�

@�%���� I��!M�&� n�$� ���A "7 &!'��H�E�)#A &!��'��1

Tn(ω) =

{
cos(n arccos ω), |ω| ≤ 1
ch(nt]>>eω), |ω| > 1.

�

G�

?�&� ���  �"�%)"� ���M!B ��%�����& I��!M�&�+ &!"��!#��&7�H! ��! =)��7 �����(�7
'����7 & �

G� x = arccos ω → ω = cos x+ P�  �E &!��'

Tn(ω) = cos nx. �

��

	%A ��#%� �&�!B '��H��) n = 0, n = 1, . . . ���!�7E��1

T0(ω) = cos 0 = 1, T1(ω) = cos x = cos(arccos ω) = ω;

T2(ω) = cos 2x = 2cos2 x − 1 = 2ω2 − 1;

T3(ω) = cos 3x = −3 cos x + 4cos3 x = −3ω + 4ω3;

T4(ω) = cos 4x = 1 − 8 cos2 x + 8cos4 x = 1 − 8ω2 + 8ω4.

Y"P� #"��!#���!#A ��"7������� ��!$�������!H��� 6���7%��

cos[(n + 1)x] = 2 cos nx cos x − cos[(n − 1)x],

��(�� � ��(��! ��"7�����7 6���7%7 ��%����� I��!M�&�  %A ��H!#%���A ��%�����&
I��!M�&� ��%)M &!#�"�$� ���A "7

Tn+1(ω) = 2ωTn(ω) − Tn−1(ω), n = 1, 2, . . . �


�

�!B� AH! ' ��&� ���$�+ ��(�� &� '��H!�! ��"� &%�#�!&�#�� ��%�����& I��!M�&�

� 	%A &#�B n 0 ≤ |Tn(ω)| ≤ 1 ��! 0 ≤ |ω| ≤ 1T |Tn(ω)| > 1 ��! |ω| > 1

� Tn(ω) ��������� '��#��E ��! ω ≥ 1 �� '� &#�B n

G Tn(ω) E ������!, �����!,� ��%����+ P� '�%�(!�) &� ω+ A"P� n E ������� �������
H!#%�



��� *� !�������� ���%���

� |Tn(0)| = 0 "�%! n E �������+ �� |Tn(0)| = 1+ "�%! n E �����

	%A |ω| ≤ 1 '��H���A 67�"=�8 arccos ω E  �,#�!, "7� J�(�+ Tn(ω) A&%AE #����
"�#!�7#  �,#��$� "7�� N� �'��H�E+ P� '��H���A Tn(ω) ����� !H�� '����E�)#A 7 ��(�B
&� ��  � u� ��! |ω| ≤ 1 	%A |ω| > 1 67�"=�A arccos ω A&%AE #���� 7A&�7 &�%!H!�7 ,
cos(n arccos ω) E $������%�H�!� "�#!�7#��  �,#��$� "7�� J#"�%)"! $������%�H�!, "�#!�
�7# '����E�)#A & ��(�B &� �  � ∞+ �� 1 < |Tn(ω)| < ∞  %A |ω| > 1 J�(� &%�#�!&�#�)
� ��E ��#=�

?� &� ���7 &� 67�"=�, O�����&����  %A ��%�����& I��!M�&� #���& (7��)#A ��
&#� &%�#�!&�#�� 67�"=�8 �� 7%A+ A"� ����%�H��� 7 �����,���� L%� 8B ��(�� &!"��!#���
�!  %A "��#��7�&���A ���� ���H�!B 67�"=�,+ A"� ����"#!�7��) ���%��7 ���H�#�����
B���"���!#�!"! �����&��!B � ��%�'�&��!B 6�%)���& �!(��B H�#��� D7�"=�A ���� �H�
 %A 6�%)��7 �!(��B H�#��� ��E ��A�7&��!  � �7%A '� ω → ∞ J�(�+ ��%����! I��!�
M�&� ����) �7�! � ��E� ' "�������� ��%�����& 7  �%)�!"7 67�"=�8 ���� �H� 6�%)���
C�"�� 67�"=�E� "&� ���7 �� 7%A 67�"=�8 ���� �H� 6�%)��� �7 �

|H(iω)|2 =
1

1 + ε2T 2
n(ω)

, �

;�

 � ε A&%AE #���� &�%)�!, ��������+ P� &!'��H�E &�%!H!�7 ����&�������#�� ���� �H�
@�! &!"��!#����� 67�"=�8 ε2T 2

n(ω) H!#�%)�!" ��  �%)�!" |H(iω)|2 E ��%����!+ P� '�%��
(��) &� ω2 � ����)  � ���� '��H���A J�(�+ 67�"=�A �

;� '� �&�%)�AE &#�� &!��$��
�&�� (���A  � 67�"=�8 �� 7%A N� �'��H�E+ P� ' &!��'7 �

;� ��(�� � ��(��! ������
��7 67�"=�� ���� �H� C��7 �� �%� �7 ��� ��'!&��! 6�%)��+ A"!, ��E 67�"=�� "&��
 ���7 �� 7%A+ P� &� ��&� �E �

;�+ ���������� 
	������ ����	' #����� B��� ���
���� ���#�� 6�%)���� I��!M�&�� n�$� ���A "7

����	�� 	
���	��� ��
/ � 4���,�	� �!B� AH! ' &!��'7 �

;� �� &%�#�!&�#��,
��%�����& I��!M�&�+ ��(�� #�&�� (7&��!+ P� �����&��!, 6�%)�� �!(��B H�#��� I��
�!M�&� n�$� ���A "7 ��E ��"� �#��&�� &%�#�!&�#��1

� 	%A |ω| ≤ 1 '��H���A 67�"=�8 |H(iω)|2 "�%!&���)#A ��(  &��� ��(��! 1/(1 + ε2)
�� � �#)�$� �� �����&�%� 0 ≤ ω ≤ 1 E n "�!�!H�!B ��H�"+ & A"!B 67�"=�A |H(iω)|2
 �#A$�E ��"#!��%)��$� '��H���A+ P�  ���&��E �+ ��� ������%)��$� '��H���A+ P�
 ���&��E 1/(1+ε2) � =�E8 ��!H!�! 6�%)��! I��!M�&� ��'!&���) ��"�( �	���'��(
������� 
	�������+ P� �� �&�� (7E�)#A $��6�"��! 67�"=�8 �

;� �� �����&�%�
0 ≤ ω ≤ 1 �!# 
��

� @�! ω ≥ 1 67�"=�A |H(iω)|2 ��������� #�� �E � ��A�7E  � �7%A ��7�!'�� #�� ��
��A �� &!#�"!B H�#����B #"%� �E 20n  O* �"

G D7�"=�A "&� ���7 �� 7%A 6�%)��� I��!M�&� n�$� ���A "7 '� �&�%)�AE ��&�A��
�A�1

|H(i · 1)|2 = 1/(1 + ε2), |H(i0)|2 = 1, n �������, |H(i0)|2 = 1/(1 + ε2), n �����.
�

��

Y"P� '� ��� B���"���!#�!"! #�7$! ����7#"���A �� #�7$! '���!�7&���A+ �� ���
(�� &!'��H!�! "�%!&�%)�!, �������� ε �� ���A �" n 6�%)��� I��!M�&� ���
'&!H�, '���#�) &�%!H!�! ε '� �E�)#A ��"#!��%)�� &�%!H!�� &� ��#��$� '$�#���A
Amax & #�7'� ����7#"���A+  �

Amax � O� = −10 lg[1/(1 + ε2)] = 10 lg(1 + ε2). �

��

J�(�+ "�%!&�%)�!, �������� ε &!'��H�E�)#A A"

ε =
√

10(Amax/10) − 1. �

F�



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

"��� -�#(� "
�	��������� �!
	8��		� ����
�
1	�� &������
 � �!��
 &��&����		� �
����
� T����
4���

�!��� ���A "7 n 6�%)��� I��!M�&� &!'��H�E�)#A �� �#��&� ��'�!B "�!����8& ���
"!B+ A" "�7�!'�� #�� ���A �� &!#�"!B H�#����B &  �=!��%�B+ ��(��� H�#���� '��'7 ��
'��H���A "��6�=�E��� ���� �H� 7 #�7'� '���!�7&���A �� ��M!B 6�"����&

��������3��&����!�� � 	�! 	����
�	� �&���������� 	��!���	� �
�	��������� �
����
	��	
� ������� � �
�&��
��1 ����! ��!���!2

#� G����!���	� �
�	��	� �����		� Amax � �!��
 &��&����		� 5	��
�	�!
�	
��� &������
6
������1 #���

(� /����		� � �!��
 �����!���		� ���
�	81 	� �
��4� �� δ &�� ω ≥ 2 ���I��

/	� ��!� &���
�	� ��	��
8 !������ �������8���� &��4�8 ��!���8 �� �&
��
�	�4�		�!
5-�-Q6� G�1!�

ε =
√

100,1 − 1 = 0, 5088.

M�� ���	����� &������ �
����� T���4��� � !���8 ��������	�		� ����	�! �!���!� !��
�	� ������������ 5-�-.6 �� ε = 0, 5088�

|H(iω)|2∣∣
ω=2��	
�

=
1

1 + ε2T 2
n(ω)

∣∣∣∣
ω=2��	
�

= δ.

�� �������		�! ������ ��� �
�&���	� ������ |ω| > 1 ����!�1!�

|H(iω)|2∣∣
ω=2��	
�

=
1

1 + ε2 ch2(nYZLL[ω)

∣∣∣∣
ω=2��	
�

= δ.

"���'���8�� �� �
�	�		� �
�	��	� 4���	��� &������ n �
������ !�1!�

n =
YZLL[

(
1
ε

√
1/δ − 1

)
YZLL[ω

∣∣∣∣
ω=2��	
�

.



��	 *� !�������� ���%���

3
�������1!� � �� ����� �	���		� ��� ε, δ 
 ω� $���!�1!�

n =
YZLL[

(
1

0, 5088

√
1/0, 05− 1

)
YZLL[2

= 2, 155.

$��
���� &������ �
����� 1 �
�� �����	� ������ �� 2 ≤ n ≤ 3 → n = 3� � ����	��1 ����	�		�
�����% ��!���� ���
���� � �!��
 �����!���		� ����
�
1	� &������
 !�	���		� �&���1 �� 	��� 

�� �
��4��� �	���		� n �� ��!��� ����� ����	�1�����

$���� &������ n �
����� T���4��� ���
�	81 *� ;������� � ������ !�1!�

T3(ω) = −3ω + 4ω3.

)��


|H(iω)|2 =
1

1 + ε2T 2
3 (ω)

=
1

1 + 0, 259(−3ω + 4ω3)2
=

1
4, 14ω6 − 6, 21ω4 + 2, 33ω2 + 1

.

�� ������� �������� @��� ���H�� 67�"=�A 6�%)��� I��!M�&�+ A" � 6�%)��� O���
���&���� ��#�!�) ��%)"! ��%�#!+ ����� �� ��#�!�) �7%�& ?� &� ���7 &� 6�%)��� O���
���&���� ��%�#! 6�%)��� I��!M�&� ��'��M�&��� �� �%��#�+ � �� �� "�%� ��%!"� &�#)
=)�$� �%��#7 ���B� !�) �� 7A&��, �#� p��%�P!�!+ � ��%� 0 &' �&(  �,#��8 �#� I!� &7(�
H!, �%��#+ �!� �%!(H� ��'��M�&��� ��%�#  � 7A&��8 �#�+ �!� #!%)��M!, &�%!& "�(��$�
��%�#7+ ����� �!� �������M!�! �7 7�) "�%!&���A H�#�����8 B���"���!#�!"! J�(�+ '��
 ��� &�%!H!�� ����&�������#�� ���� �H� �7 � '��H��� ����� &�%!&��! �� ��'��M7&���A
��%�#�& ��'7%)�7�H�8 ���� ���H��8 67�"=�8

�!A&!�� ��'��M7&���A ��%�#�& ���� ���H��8 67�"=�8 6�%)��� I��!M�&� n�$� ���
�A "7 	%A =)�$� �� #��&!�� &!��'  %A ��%�����& I��!M�&� 7 &!��' �

;� J ��(!��1

|H(iω)|2 =
1

1 + ε2T 2
n(ω)

=
1

1 + ε2 cos2(n arccos ω)
; |ω| ≤ 1. �
;��

�!'��H!�� "���%�"#�7 '����7 ��"!� H!���1 ξ = α+ iβ � arccos(p/i)+ p = σ + iω �&� #!

p

i
=

σ + iω

i
= cos(α + iβ) → p = σ + iω = i cos α ch β + sin α sh β. �
;��

C����
ω = cos α ch β, σ = sin α shβ. �
;��

Y" , 7 &!�� "7 ���� ���H��8 67�"=�8 6�%)��� O�����&���� �
GF�  %A 6�%)��� I��!M�&�
��E��

h(p) � H(p)H(−p) = |H(iω)|2∣∣
ω=p/i

=
1

1 + ε2 cos2(n arccos(p/i)
=

1
1 + cos2(nξ)

. �
;G�

J�(�+ ��%�#! 67�"=�8 h(p) E "����� ��&�A��A

1 + ε2 cos2(nξ) = [1 + iε cos(nξ)][1 − iε cos(nξ)] = 0.

P� �"&�&�%����� ��'&�A'"7

cos nξ = cos[α + nβ] = cos nα cos nβ − i sin nα sin nβ = ±(i/ε). �
;��

@�!��&���H!  �,#�� �� 7A&�� H�#�!�! 7 =�, ��&��#��+ ���!�7E��

cos nα ch nβ = 0, sin nα shnβ = ±(1/ε),

P� ��!&� !�)  � ��"�$� ��'&�A'"71

αk = ±[(2k − 1)/2n]π, βk = ±(1/n)t]>We(1/ε), �
;
�



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

 � k 0  � ���� =�%� H!#%�
J�(�+ ' 7��B7&���A� �
;�� ��%�#! ���� ���H��8 67�"=�8 I��!M�&� n�$� ���A "7+

A"� ��#�A�)#A 7 %�&�, p�����&�%�P!��+ &!'��H���)#A ��"1 pk = σk + iωk+  �

σk = − sh[1/nt]>We(1/ε)] sin
2k − 1

2n
πωk = − ch[1/nt]>We(1/ε)] cos

2k − 1
2n

πωk, k = 1, n.

�
;;�
J#"�%)"! sin2 x + cos2 x = 1+ ���!�7E�� ��&�A��A �%��#7

σ2
k

sh2[(1/n)t]>We(1/ε)]
+

ω2
k

ch2[(1/n)t]>We(1/ε)]
= 1. �
;��

"��� -�#*� <���
�	� &������� ����4������� &��8�
��

C�"!� H!���+ A"P� &� ��� '��H���A n �� ε+ �� ��(�� &!'��H!�! ��%�#! ������
&���$� 6�%)��7 �!(��B H�#��� I��!M�&� ?� �!# 
�G ��&� ��� ��"!, �%��#+ 7 A"�$�
&���!"�%)�7 �� $��!'����%)�7 ����&�#� ��'��H��� A" b �� a &� ��&� �� ?���&�#� ��(��
&!��'!�! , 7 ��"��7 &!$%A �1

b =
1
2

⎧⎨
⎩
[√

1
ε2

+ 1 +
1
ε

]1/n

+

[√
1
ε2

+ 1 +
1
ε

]−1/n
⎫⎬
⎭ , �
;��

a =
1
2

⎧⎨
⎩
[√

1
ε2

+ 1 +
1
ε

]1/n

−
[√

1
ε2

+ 1 +
1
ε

]−1/n
⎫⎬
⎭ . �
;F�

���� !���! ��%�#�& �� �%��#� ��(�� $������!H�� '&�A'��! �'  &��� ������&����&�
#)"!�! "�%��! ' �� �7#��! a �� b ����!"�%)�� "��� !���! ��%�#�& 6�%)��� I��!M��
&� n�$� ���A "7  ���&����) &���!"�%)�!� "��� !����� &� ��&� �!B ��%�#�& 6�%)���
O�����&���� n�$� ���A "7+ P� ��#�A�)#A �� "�%� ��%)M�$� "�7$� ��� �7#�� b�+ �� � A"
$��!'����%)�� "��� !���! H��!M�&#)"!B ��%�#�& #��&�� ���) �' &� ��&� �!�! "��� !�
�����! ������&����&#)"!B ��%�#�&+ P� ��#�A�)#A �� "�%� ���M�$� "�7$� ��� �7#�� a�
��!# 
�G� Y"P� '&�(!�! �� '&�A'�" ��( "��� !�����! ������&����&#)"!B �� H��!M�&�
#)"!B ��%�#�&+ �� 6�%)�� I��!M�&� n�$� ���A "7 �7 � ���! &� �E��!,  �,#�!, ��%�#
��! p = −a+ A"P� n 0 ������� =�%� H!#%�



��
 *� !�������� ���%���

"��� -�#,� 9TP ��
&���	��� �
������

_�� '��,�! ���� ���H�7 67�"=�� H(p) �����&���$� 6�%)��� �!(��B H�#��� I��!�
M�&� '� '� ���� 67�"=�E� "&� ���7 �� 7%A+ P� &!'��H�E�)#A �

;�+ '��&7 &!"���E��
��"� (  �8+ A" , 7 &!�� "7 6�%)��� O�����&����

!��� 0< ��&���E��

H(p)H(−p) =
1

1 + ε2T 2
n(p/i)

.

!��� 6< ���B� !�� ��%�#! H(p)H(−p) '$� �� ' �
;;� 
!��� 7< 	%A ���7 �&! H(p) #"��!#��E��#) #��&���(�!"��!+ A"� ��&�A'��� �' ��%��

#��!+ P� ��'��M�&��� 7 %�&�, p�����&�%�P!��

H(p) =
∏ 1

p − pk
, �
���

 � pk 0 ��%�#! 7 %�&�, p�����&�%�P!��+ A"� &!'��H���)#A '$� �� �
;;� �r = 1, n�
�������� /	� �� &��������	� ��	��
8 ��� �
����� T���4��� �������� &������ 
� 	��
��

	�!
�	
��8 &������
 � �!��
 &��&����		� # ���
������������ $��
���� Amax = 1 ��� ����� ε =

√
101/10 − 1 = 0, 5088= YZLW[(1/ε) =

YZLW[1, 9652 = 1, 4280�
$��
���� n = 3� (1/n)YZLW[(1/ε) = 1, 4280/3 = 0, 4760= sh 0, 4760 = 0, 4942� ch 0, 4760 =

1, 1154�
/�
�	� 5-�..6 ����!�1!�2

σ1 = −0, 4942 sin(π/6) = −0, 2471; ω1 = 1, 1154 cos(π/6) = 0, 9660;

σ2 = −0, 4942 sin(π/2) = −0, 4942; ω2 = 1, 1154 cos(π/2) = 0;

σ3 = −0, 4942 sin(5π/6) = −0, 2471; ω3 = 1, 1154 cos(5π/6) = −0, 9660.

A� ��	���1� � &��8�� !�8�� ���
 ������	���2

s1 = σ1 + iω1 = −0, 2471+ i0, 9660; s2 = σ2 + iω2 = −0, 4942; s3 = σ3 + iω3 = −0, 2471− i0, 9660.

$���� 4���	� &��������	� ��	��
� ���	���1���� ��

H(p) =
k

(p − s1)(p − s2)(p − s3)
=

k

(p + 0, 4942)[(p + 0, 2471)2 + (0, 9660)2]
=

=
k

p3 + 0, 9883p2 + 1, 2384p + 0, 4913
.



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

,����� 6������#��
 �� E�����7

D�%)��! O�����&���� �� I��!M�&� ����"#!�7��) 67�"=�� ���� �H� ����%��7 ���
H�#����7 B���"���!#�!"7� � ��%�'�&���$� 6�%)��� �!(��B H�#���

I�#�� ��%)M &�(%!&� ����"#!�7&��! 6�'�H�#����7 B���"���!#�!"7 '� 7��&! 88 %��
��,��#�� �!��$!  � %���,��#�� 6�'�&�8 B���"���!#�!"! ���  � #��%�#�� $�7��&�$� H�#7
7��&�%)����A � ��%�'�&���$� 6�%)��� ��(�� '&�A'��! �' ��%������! ���� ���H��8 67��
"=�8+ A"P� '��!#��! 88 7 ��%A���, 6����+ �����

H(iω) = R(ω) + iX(ω) = |H(iω)|e−ϕ(ω) = e−α(ω)−iϕ(ω), �
���

 �

−α(ω) = ln |H(iω)|, ϕ(ω) = − arctg[X(ω)/R(ω)].

_�� �� ���! #���&7 �' ��"���$��#�� 67�"=�8 ϕ(ω)+ "��P� ����,�!  � 67�"=�8 $�7�
��&�$� H�#7 τ(ω)+ A"� &!��(�E�)#A 7 ��"�, 6����1

τ(ω) =
dϕ(ω)

dω
= − d

dω
arctg

X(ω)
R(ω)

=
X(ω)R′(ω) − X ′(ω)R(ω)

|H(iω)|2 . �
���

NA 67�"=�A A&%AE #���� ��=����%)�7 67�"=��+ ���7 88 %�$M� �����&���&��! , ����7�
&��! ' ��� Y"P� ����� ���!���! 6�%)�� �' %���,��� 6�'�&�� B���"���!#�!"��+ ��
����� ���!���! 6�%)��+ 67�"=�A $�7��&�$� H�#7 A"�$� �7 � #��%�� &�%!H!���

J#"�%)"! R(ω) E ����� 67�"=�A+ � X(ω) 0 �������+ � ��"�( ��B� �� �����8 67�"=�8
E ������� � ��&��"!+ 67�"=�A τ(ω) E ����� 67�"=�A 	�%�+ 67�"=�A τ(ω) A&%AE #����
&� ��M���A  &�B ��%�����&+ A"� '�%�(��) &� ω2 J�(�+ '� �H� &� M7"���A 67�"=�8
τ(ω) ��,(� �� &� ��'�AE�)#A &� '� �H� &� M7"���A 67�"=�8 |H(iω)|2+ P� A&%AE #����
����"#!��=�� #��%�8 7 ��(�B #�7$! ����7#"���A

1�*����� �� ������� ��������

@�A�!, �� B�  � ����"�7&���A ����"#!�7�H�$� ��%����7  %A 6�%)��� �!(��B
H�#��� �' ����������� ������" '�������������" ��������� #��� ��%A$�E 7 ��"��7
?�B�, '�$�%)�!, &!$%A ���� ���H��8 67�"=�8 ��"�$� 6�%)��� 0 =� 67�"=�A ��%)"! �'
� �!�! ��%�#��!

H(p) =
a0

a0 + a1p + a2p2 + · · · + an−1pn−1 + pn
=

a0

M2(p) + N2(p)
, �
�G�

 �

M2(p) = a0 + a2p
2 + . . . , N2(p) = p(a1 + a3p

2 + . . . �
���

0 ����� �� ������� 67�"=�8
J�(�+ H(p) ��(�� '��!#��! 7 ��"��7 &!$%A �1

H(p) =
a0

M2(p) + N2(p)
=

a0[M2(p) − N2(p)]
M2

2 (p) − N2
2 (p)

= M(p) + N(p). �
�
�

R(ω) = M(p) =
a0M2(p)

M2
2 (p) − N2

2 (p)
, X(ω) = N(p) = − a0N2(p)

M2
2 (p) − N2

2 (p)

��"�( E ����� �� ������� H�#�!�! &� ��&� �� 67�"=�8 H(p)
@�#%A �� #����&"! =!B &!��'�& 7 �
��� � ��(!��

τ
(p

i

)
=

M2(p)N ′
2(p) − N2(p)M ′

2(p)
M2

2 (p) − N2
2 (p)

. �
�;�



��� *� !�������� ���%���

Y"P� ����� &!"��!#���! �
�;� &!��'! �
���  %A ��%�����& M2(p) � N2(p)+ ��(��
���!���! B���"���!#�!"7 $�7��&�$� H�#7 '���!�"! τ

(p
i

)
7 &!$%A � 67�"=�8 ���������&

ai �i = 1, n� 6�%)���1

τ
(p

i

)
=

a0a1 + (3a0a3 − a1a2)p2 + (5a0a3 − 3a1a4 + a2a3)p4 + . . .

a2
0 + (2a0a2 − a2

1)p2 + (2a0a4 − 2a1a3 + a2
2)p4 + . . .

. �
���

.#�7E &� ��#�� ���#�!, M%AB &#����&%���A &� ��&� ��#�� ��( '������!"�� ���� ����
H��8 67�"=�8 6�%)��� &!$%A 7 �
�G�+ A"� ��#�!�) ��%)"! ��%�#!+ "%�#�� ��%�����& O�#�
#�%A �' '���'��H���A� 67�"=�8 $�7��&�$� H�#7 '���!�"! �
��� �� � !�!H��$� '��H���A
τ(0) = 1 N�  �'&�%AE ���!���! 6�%)�� ' ��"#!��%)�� �%�#"�� B���"���!#�!"�� $�7�
��&�$� H�#7 '���!�"!+ ��� %���,��� 6�'��H�#������ B���"���!#�!"��+ A"!, ��'!&���)

	������ ;������

C�H��M�+ 6�%)�� �!(��B H�#��� O�##�%A n�$� ���A "7 B���"���!'7E�)#A ���� ����
H��� 67�"=�E�

H(p) =
b0

B̂n(p)
, �
���

 � B̂n(p) 0 ��%���� O�##�%A n�$� #�����A+ � b0 � #��%� ����7&���A+ A"�  ���&��E

b0 =
(2n)!
2nn!

, �
�F�

��� &!'��H�E�)#A A" b0 = B̂n(0)
D7�"=�8 O�##�%A '� �&�%)�A��) ��"7�������7 #��&&� ��M����

Bn(p) = (2n − 1)Bn−1(p) + p2Bn−2(p) �
���

' ��H��"�&!�! 7��&��!
B0(p) = 1, b1(p) = p + 1. �
���

N� 67�"=�8 ��(�� ��"�( �� ��! 7 &!$%A �

Bn()p) =
n∑

k=0

bkp
k, �
���

 �

bk =
(2n − k)!

2n−1k!(n − k)!
, k = 0, n. �
�G�

C�"+ ����!"%� + &!"��!#��&7�H! #��&&� ��M���A �
��� �� �
��� ��! n = 3 ��E��
	%A "��"�����$� '��H���A n = 3 ��E��1

n = 2. B2(p) = (2 · 2 − 1)B1(p) + p2B0(p) = 3(p + 1) + p2 · 1 = p2 + 3p + 3.

n = 3. B3(p) = (2 ·3−1)B2(p)+p2B1(p) = 5(p2 +3p+3)+p2(p+1) = p3 +6p2 +15p+15.

@��� ���H�� 67�"=�A 6�%)��7 �!(��B H�#��� O�##�%A G�$� ���A "7 �7 � ��"��1

H(p) =
b0

B3(p)
=

(2 · 3)!/(233!)
p3 + 6p2 + 15p + 15

.

?� �!# 
�
 ��&� ��� 6�'�H�#����� B���"���!#�!"! �� B���"���!#�!"! $�7��&�$�
H�#7  %A 6�%)��� �!(��B H�#��� O�##�%A n�$� ���A "7+ &� n = 1  � n = 10 �%� 
&� '��H!�!+ P� &#� 6�%)��! O�##�%A ���A "7 n ≥ 2  7(�  ���� ����"#!�7��) %���,�7
6�'�&7 B���"���!#�!"7 ��! ω ∈ [0, 1]



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

D�%)�� O�##�%A �' ���� ���H��� 67�"=�E� �
���  �E ��%)"! � !�!H�!, $�7��&!,
H�# 7��&�%)����A τ(0) = 1 Y"P� ��(��� ���! τ(0) = τ0 �= 1+ ����� &!"����! �����
�&�����A p → τ0p ��� ω → τ0ω @� #7�� =� �����&�����A '&� A�)#A  � '����&���A
$��!'����%)��$� ���!%� 6�'�&!B B���"���!#�!" 6�%)��� O�##�%A & 1/τ0 ��' '� 7��&!
'����(���A ��'����!� &���!"�%)��$� ���!%� C�( ���$��# "7�� ��B!%7+ P�  ���&��E
�+ ���

Δϕ(ω)/Δω = 1 �
���

#��E ��&�!� ���$��#7 "7�� ��B!%7

Δϕ(ω)
Δω/τ0

= τ0, �
�
�

� =�E8 ��!H!�! $��!'����%)�7 &�#) �� �!# 
�
 ��'��H��� #!�&�%�� τ0ω �� ���A �' 88
��'��H���A� ω �� *#

"��� -�#-� ?���������	
 �������������� �6 �� �������������� ���&����� ���� �6 �
����
� ����
����

J�(�+ ���� ���H�� 67�"=�A 6�%)��� �!(��B H�#��� �' %���,��� 6�'�&�� B���"���
�!#�!"�� �� $�7��&!� H�#�� 7��&�%)����A τ0 ��E &!$%A 1

H(p) =
B̂n(0)
B̂(τ0p)

=
b0

B(τ0p)
. �
�;�

C�"� 6���� H(p) $�����7E+ P� ��'7%)�7�H!, 6�%)�� �7 � ���! 67�"=�� ���� �H�
?I��!�7 ������)  �%)�!"�+ P� &B� !�) 7 &!��' �
�;�+ '�%�(!�) &� &!��$+ P� ��� �A&�
%A��)#A  � 6�%)��7+ �� ��M!B ���"7&��)

�������� /	� �� &��������	� ��	��
8 �
����� 	��	
� ������ ������� &������ 
� !�����
!���	� &�����8 ��������������8 ���&����� ���� �� τ0 = 3�

������������ "���'���!� �8 ������ ���!� 4����!�� 3��4� !���� �&���1���� 	� &���
������ &���
�	8��		� �� 	��� ����
�
1	�
� &�� ���&�	�� p� � ����� �����������1 &��
	�!�
������� �� &�������� �!
	8��		� !
���� 4���� �������



��� *� !�������� ���%���

3��&����!�� � &��������	� ��	��
� !�1 ���� ���!�2

H(p) =
k

p2 + b1p + b0
, 5-�:B6

/�
�	� � 5-�B.6 ��	��
� ���&����� �&��
��	�		� ���	���1���� ��

τ
(p

i

)
=

(p2 + b0)b1 − b1p(2p)
(p2 + b0)2 − b2

1p
2

. 5-�::6

;��	���!�

e(p) � τ
(p

i

)
− τ(0) = τ

(p

i

)
− 3 =

−3p4 + (3b2
1 − b1 − 6b0)p2 + b0(b1 − 3b0)
(p2 + b0)2 − b2

1p
2

. 5-�:Q6

/	������ ����� &������� 3b2
1 − b1 − 6b0 = 0 �� b1 − 3b0 = 0� @% ����'����2 b1 = 1� b0 = 1/3� $����

!�1!�

H(p) =
k

p2 + p + (1/3)
=

1
3p2 + 3p + 1

.

�	4� 4��� R ���������		� ������ 5-�:-6 R &��������� �� ����% � ��	��
%�

H(p) =
k

B̂2(3p)
=

k

(3p)2 + 3(3p) + 3
=

k

9p2 + 9p + 3
=

1
3p2 + 3p + 1

.

τ
(p

i

)
=

a1a1 + (3a0 − a1a2)p2 + a − 2p4

a2
0 + (2a0a2 − a2

1)p2 + (−2a1 + a2
2)p4 − p6

.

@�!�7#�!��+ P� ��(��� ��'��B7&��! 6�%)�� �' � !�!H�!� $�7��&!� 7��&�%)����
�A� 0 τ(0) = 1 J#"�%)"! τ(0) =

a0a1

a2
0

=
a1

a0
+ �� &�H�&! )+ 7  ����7 &!�� "7 ��E �7�!

a1 = a0
���!M��� &!��'  %A ��B!�"!

e(p/i) � τ(p/i) − τ(0) = τ(p/i) − 1 =
(3a1 − 3a1a2 + a2

1)p
2 + (a2 + 2a1 − a2

2)p
4 + p6

a2
1 + (2a1a2 − a2

1)p2 + (−2a1 + a2
2)p4 − p6

.

�
F��
J !� �' M%AB�& &!��M���A '� �H� ��%A$�E 7 ���7+ P�� ��B!�"� '�!"�%� ��! p = 0 .�M!,
M%AB ��%A$�E 7 ���7+ P�� 67�"=�A ��B!�"! ��%� A"���$� ��%)M� �7%�& ��! p = 0 N�
�"&�&�%����� ���7+ P�� ��!��&�A�!  � �7%A &#� "��6�=�E��! & ��%����� H!#�%)�!"�+ '�
&!�A�"�� �#����)�$� ���! #���M��7 #������ p� C� � � ��(!�� #!#���7 ��&�A�)

3 − 3a2 + a1 = 0,

a2 + 2a1 − a2
2 = 0.

�
F��

O�H!��+ P� =A #!#���� ��&�A�) E ��%���,�� , 7 '�$�%)���7 &!�� "7 88 ����� &!��M7&��!
���%!(��!�! ���� ��! �  ����7 &!�� "7 88 ��'&�A'�" ��"!,1 a1 = a0 = 15+ a2 = 6
C�"!� H!���+ M7"��� ���� ���H�� 67�"=�A ��E &!$%A 

H(p) =
a0

a0 + a1p + a2p2 + p3
=

15
15 + 15p + 6p2 + p3

. �
F��

1�*����� �� �5���� ��
/ �

-�H� 6�%)�� O�##�%A  �E 6�'�&!, '#7&+ P� &� ��'�AE�)#A '��H�� ��%)M�� %���,���
#�� ����&�A�� ' 6�%)����! O�����&���� �� I��!M�&�+ ���%��7 ���H�#����� B���"���!�
#�!"� ���� �H� 6�%)��7 O�##�%A �� ��E  �#!�) "�7��$� '��'7 .#�7E � !� "%�# 6�%)���&+
A"� '���'��H7��) �����(�� &!��M���A+ P� ��E "��P� ���%��7 ���H�#����� B���"���!�
#�!"! '��'���A+ ��( 6�%)��! O�##�%A+ , "��P� 6�'��H�#����� B���"���!#�!"!+ ��( 6�%)�
��! O�����&���� N�, "�������#  �#A$�E�)#A M%AB�� ��'��P���A ��%�#�& 6�%)��7 ��(
��%�#��! 6�%)���& O�����&���� �� O�##�%A
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Y" ��!"%� + ��'$%A���� 6�%)�� O�����&����  �7$�$� ���A "7 �' ��%�#��! &−(1/
√

2±
i(1/

√
2) D�%)�� O�##�%A  �7$�$� ���A "7 ��E ��%�#! & −(3/2) ± i

√
3/2) D�%)�� O���

���&���� ����7E�)#A ��"+ P�� �� �7#�&�"��� =)�$� ��%�#7  ���&��&�& � C�( 6�%)��
O�##�%A ����� ����7&��! ��"+ P�� �� �7#�&�"��� ,�$� ��%�#7 ��"�(  ���&��&�& � 	%A
=)�$� ����� ����7&��! H�#���7 M%AB��  �%���A 88 ��

√
3 C� � ���� ���H�� 67�"=�A

�����&���$� 6�%)��� O�##�%A  �7$�$� ���A "7 &!'��H!�)#A A"

H(p) =
1

p2 +
√

3p + 1
=

1(
p +

√
3

2 + i1
2

)(
p +

√
3

2 − i1
2

) �
FG�

@���B� �!, 6�%)�� �7 � ���! ��%�#! ��( ��%�#��! 6�%)��� O�����&���� − 1√
2
± i

1√
2

�� ��%�#��! 6�%)��� O�##�%A
−√

3
2

+ i
1
2
 D�%)��+ ��%�#! A"�$� ��#�A�)#A ��#��� !��

��( ��%�#��! 6�%)��7 O�����&���� �� O�##�%A+ ��E ���� ���H�7 67�"=��

H(p) =
1(

p +
√

3 +
√

2
4

+ i
1 +

√
2

4

)(
p +

√
3 +

√
2

4
− i

1 +
√

2
4

) =
1

p2 + 1, 5731p + 0, 9830
.
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@���B� �� 6�%)��! �' ���� ���H��� 67�"=�E� �!�7 �
F�� H�#�� &!A&%A��)#A "���

P!�! 6�%)����!  %A ����%)�!B ��#!%�" �& #!#����B '&�A'"7�+ �#"�%)"! B���M� 6�'�&�
B���"���!#�!"� ����(7E &!"�!&%���A �!')"!� ��&��� � ��M�$� ��"7+ &! �%���A ���
��%)�!B ��#!%�" &!��$�E  �#!�) B���M�8 ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"!

,����� )������
 ����������� �� ����������% 	
����
�

J#��%!&� 7&�$� & ���� � ���%�$�&�$� ������!�7  � �����&��!B ?I�#�7"�7� ��&�A�
'��� �' ��"!�! ��#��&!���!1

� ?����&��� 6�%)��! �!(��B H�#��� ��%�(��)  � 6�%)���&+ A"� %�$M� ���%�'7&��!+
&!"��!#��&7�H! �7 H! ��M7 ����"#!��=�� �O�����&����+ I��!M�&�+ O�##�%A� 67�"=�8
�� 7%A ���� �H� ��( �7 )�A"� ��M� 6�%)��!

� O�%)M�#�) &!��$+ A"� ��� �A&%A��)#A  � �������&��!B 6�%)���& �!(��B H�#���+
#�7$�#�!B+ ��(�"����!B 6�%)���& �  � 6�%)���& &��B��B H�#���+ ���#��M� ���%�'7&��!
M%AB�� &� ��&� ��$� �����&�����A �����&���8 ?I�#��7"�7�!

N� H�#����� �����&�����A 7 ���M7 H��$7 ��'$%A ���)#A 7 ��(�B ��"�8 ���%�'�=�8
���� 7 ���%�$�&�$� ������!�7+ "�%! �����%�'�&��!, ���%�$�&!, 6�%)�� #���M7 ���
���&���E�)#A 7 ��M!, ���%�$�&!, 6�%)��+ '� A"!� M%AB��  !#"���!'�=�8 ��'��B�&7E�
�)#A =!6��&!, 6�%)�� �' '� ��!�! B���"���!#�!"��! �  �7$��7 &!�� "7 �����&��!,
6�%)�� �!(��B H�#���  !#"���!'7E�)#A � ��'7 (+ � ����� M%AB�� �����&�����A ,��
$� #�7$! H�#��� 6���7E�)#A =!6��&!, 6�%)�� �' '� ��!�! B���"���!#�!"��! N�  &�
�� B� !  � ���%�'�=�8 ���� 7 ���%�$�&�$� ������!�7 ��&� ��� �� �!# 

�� �	� ���� 64� → 64� N�, ���=�# P� ��'!&���) ��� ���������� �� #����(
�	+ ��� ������������� �� #�����	 �#� ���� ���H�� 67�"=�8+ P� ��'$%A �%!#A &!P�+ 7
��, H! ��M�, ����"#!��=�8 � ��%�'�&���8 67�"=�8 �� 7%A ���� �H� �O�����&����+ I��!M��
&�+ O�##�%A�+ #��#7&�%!#A 6�%)���& �!(��B H�#��� ' H�#����� '��'7 ωc = 1 �� *# ?�B�,
����B� �� ���!���! H�#���7 '��'7 ωc �= 1 �� *# N�  �#A$�E�)#A M%AB�� &!"�����A 7
���� ���H��, 67�"=�8 ��� H�#����!B B���"���!#�!"�B H�#����!B �����&����)

p → p/ωc, ω → ω/ωc, �
F
�

P� &� ��&� �E '����� 7 &� ��&� �!B �������!H�!B &!��'�B =!B 67�"=�, #!�&�%�& p ���
ω �� 8B�� �����&�����A
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HN (p) =
1

p3 + 2p2 + 2p + 1
.

/	� �� &��������	� ��	��
8 0T��
����� ���� � ��&� 
 &������ � �������8 ��
�� ωc = 5 ���I��

���������� /������1!� &��4� ��!
	� � 5-�Q-62 p → p/ωc� $���!�1!� &��������	� ��	�

��
8 	�	��!���	��� 0T��
����� �����������2

H�(p) =
1

(p/ωc)3 + 2(p/ωc)2 + 2(p/ωc) + 1
=

ω3
c

p3 + 2ωcp2 + 2ω2
cp + ω3

c

=
125

p3 + 10p2 + 50p + 125
.

7�� ��&�� ����!��� ����� ��� ��	��
% �������� !����� &��������	�% ��	��
% H�(p)� !��	�
�'�������� �

|H�(iω)|2∣∣
ω=ωc=5��	
�

= 0, 5.

A� �����1 	� ��� � ������	� &��������		� ����	�	� �
�	� 
 �
���� !�1 �������������� �
���
��
� ��&� ������������

J�(�+ �����&�����A �
F
� E %!M� '���� H�#�����$� ��#M���7+ ����� A"P� x E ���
H"� �� �#� H�#���! �����&���8 H�#�����8 M"�%!+ �� ωcx E ��H"� �� �#� H�#���! ��#%A
H�#�����$� �����&�����A ��� ( '���! ��#M���7 &� ��&� ��  � �
F
�

�� �	� ���� 64� → 7� I�#����� �����&�����A+ A"� �����&���E �����&��!, ?I�
������!� �' � ��E� #�7$�� ����7#"���A+ P� ��E #��� �� H�#���7 ω0� 7 #�7$�#�!,
6�%)�� ��D� �'  &��� #�7$��! ����7#"���A �' #��� ���! H�#�����! ω0 �� −ω0+ "�(��
' A"!B B���"���!'7E�)#A M!�!��� #�7$! B�+ E ��%���,�� ��!# �

<�'$%A���� �����&�����A

p → p2 + ω2
0

Bp
, ��� ω → −ω2 + ω2

c

Bω
, �
F;�

 � ω0 0 �������� #��� �A H�#����+ � B 0 M!�!�� #�7$! H�#��� 7 #�7$�#���7 6�%)���
K!�!�� #�7$! H�#��� #�7$�#��$� 6�%)��� &!'��H�E�)#A A" ��'�!=A ��(  &��� H�#���
���! '��'7 ωc1+ ωc2 �� ��&�� G  O � � ���!�!� 7 &!$%A � B = |ωc1 − ωc2|+  � ωc1 �� ωc2 E
��'&�A'"��! &� ��#�� ωc ��&�A��A1

−10 log
|H(iωc)|2
|H(iω0)|2 = 3.

@����&�����A H�#���! &� ��&� ��  � �
F;� ��E ��"� &�(%!&� B���"���!#�!"!1

� C�H"� ω = 0 &� ����(7E�)#A �� #��� �� H�#���! ω0 �� −ω0 � '�$�%)���7 &!�
�� "7 ��H"� x &� ����(�E�)#A ��  &� ��H"! ωx �� −ωx+ '� &!�A�"�� x = ∞+ A"�
&� ����(�E�)#A 7 ��H���" "��� !���

� 	� ���� �&� �E���� 7A&�� &�#) &� ����(�E�)#A �� �����&�% (ω0,∞) �� (−∞, ω0)
[(0, ω0) �� (−ω0, 0)]

G ?�B�, ±ωx �� ±ω−x �7 7�) &� ����(���A�! ��H�" x �� −x+ �� � '$� �� �
F;�

ω2
0 = ωxω−x. �
F��

���#%� �" &!"�����A 7��&! �
F�� ��'7%)�7�H� B���"���!#�!"! '$�#���A �� 6�'�&��
7 #�7'� ����7#"���A �� �7 7�) ���! ��!6���!H�7 #!������ &� ��#�� ω0+ �  ����#��7�
��) $������!H�7 #!������ Y"P� ��"%�#�! x = 1+ �� ω1 �� ω−1 �7 7�) &� ��&� ��!
��(�� #�7$! ����7#"���A ��'7%)�7�H�$� 6�%)��� J�(�+ ��E��

B = ω1 − ω−1, ω2
0 = ω1ω−1. �
F��
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J�(�+ 7 &!�� "7 �����&�����A �!�7 ?ID → �D �
F;� ��(�� ���!���! ���� ����
H�7 67�"=�� #�7$�#��$� 6�%)��� H��(p) ' ���� ���H��8 67�"=�8 ?I�������!�7 HN (p)
M%AB�� '����! p → (p2 + ω2

0)/Bp

�������� 0��� ����� �&���������� �!������ �
����� ��� �
�&��
��1 ����! ��!���!2
�6 +����	� ������� �!��� &��&����		� ���
�	81 ω0 = 100 ����I��
�6 F���	� �!��� &��&����		� &� �
�	8 * �� ���
�	81 (K ����I��
�6 G����!���	� �����		�� ��� ��&����1���� � �!��
 &��&����		� � !���� �
� ω0 = 100

����I� �� ω1 = 102, 5 ����I�� ������1 K�K- ���
�6 G
	
!���	� �����		� � �!��
 �����!���		� !�1 �������� #K �� ��� ω > ω2 = 120 ����I��
�6 ��� ω ≥ ω0 ��	��
� &������
 !�1 ���� !�	���		� �&���8��8�
0����
�	� �	� �� &��������	� ��	��
8 �
������
������������ H!��� �6 ��!���1 ������ �
����� ������������ 3������ �
����� ���� ���	��

������ �!���!� �6 R�6� H ������	�!� ��&���� �	��	� &����
4� ���	����� &������ n �
�����
����������� � ������
� � ����	� ��� 0T�&������&�� 9�� &�� ���!� ����� &���������� �!���
�6 R �6 �� �������� ��� �
�&��
��1 0T�&������&�� H!��� �6 �� �6 ��� ���	���		� &������
�
����� 	� &���
�	
� H!��� �6 �� �6 &
��� &��������		� &�� !�8�� ���� ������2

�'6 G����!���	� �����		�� � ��&����1���� � �!��
 &��&����		� � !���� �
� ω = 0 ��
ω = 0, 25 ���I�� ������1 K�K- ���

�'6 G
	
!���	� �����		�� ��� ��!���1���� � �!��
 �����!���		�� ���
�	81 #K �� ��� ������
ω ≥ 2 ���I��

A
 �!��� ��	���8��� � �	���		� n !�1 ���� �����	� ���� �� ��������	��� 	��
�	���


−10 log
∣∣ 1
1 + (0, 25)2n

∣∣ ≤ 0, 05, −10 log
∣∣ 1
1 + 22n

∣∣ > 10. 5-�QQ6

/�
��� &
��� ������ &��������	� �	� ��!�� � n ≥ 2� $���� &��������	� ��	��
� 	��!���	���
�
����� 	��	
� ������ ���	���1���� �
�	�		�!

HN (p) =
1

p2 +
√

2p + 1
. 5-�#KK6

3�� ω0 = 100 ����I� �� 4���	
 �!��� �� �
�	�! * ��� � ���
�	81 (K ����I�� &��������	�
��	��
� 4���	��� �!�������� �
����� ���� ���	������� ������!

H��(p) = HN

(
p2 + 1010

2 · 104p

)
=

1(
p2 + 1010

2 · 104p

)
+
√

2
(

p2 + 1010

2 · 104p

)
+ 1

=

=
4 · 108p2

(p2 + 1010) +
√

2(p2 + 1010)(2 · 104p) + (4 · 108p2)
=

=
4 · 108p2

p4 + (2
√

2 · 104p3 + (2, 04 · 1010p2) + (2
√

2 · 1014p) + 1020
. 5-�#K#6

9!&�
���	��������	
 �������������� 0T�&������&� �� �!�������� �
����� � &���
�	�8
&��������	�8 ��	��
18 5-�#K#6 	�����	� 	� ���� -�#.�

�� �	� ���� 64� →8� Y" , 7 ������ �)��7 &!�� "7 P�� � ��(��! �� �%) ���
(�"�����$� �'�$��� (7&�%)��$�� 6�%)��7 �<D� '�7H�� ��H��! �' �����&���$� ?I�
������!�7 , #"��!#���!#A �����&�����A� H�#���! I�#����� �����&�����A E ��������
���&��#��� �����&�����A ?I → �D N� �'��H�E+ P� H�#����� �����&�����A  %A �����
B� 7 &� �����&���$� 6�%)��� �!(��B H�#���  � ��(�"�����$� 6�%)��� &!'��H�E�)#A
&!��'��

p → Bp

p2 + ω2
0

��� ω → Bω

−ω2 + ω2
0

, �
����

 � ω0 E #��� �A H�#���� #�7$! '���!�7&���A+ � B 0 M!�!�� #�7$! '���!�7&���A ?�
&� ���7 &� #�7$�#��$� 6�%)��7 =�, 6�%)�� 7 #�7$�B M!�!��� B '���!�7E #!$��%+ � &
��M��  ����'��7 ����7#"�E

�������� 3��&����!�� � 	�! ����� �&���������� �
���� ������������ � ���������1�
��� !�1 �
�&��
���� ����! ��!���!2
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"��� -�#.� 9TP 0T�&������&� �� +?

�6 +����	� ������� ���
�	81 # ����I��
�6 F���	� �!��� �����!���		� �� �
�	�! ( �� ������1 #KK ���I��
�6 G
	
!���	� �����		� � �!��
 �����!���		� ������1 ,K �� ��� # ����I� < ω < 1010

���I��
�6 G����!���	� �����		�� � ��&����1���� � ������������	
 �!��
 &��&����		�� ������1

K�# �� ��� ω ≥ 1, 2 ����I��
/	� �� &���
�	� &��������	� ��	��
8�
������������ 3�� ω0 = 103 �� B = 102 ��!��� �� �������������	��� �
������ � ����	��

&�������88���� � �
�&��
�	
 ��!��� �� 0T�&������&� ����! ��	�!2
�'6 G
	
!���	� �����		� ������1 ,K �� ��� ������	��� �
�&���	�

B(1k)
−(1k)2 + ω2

0

< ω <
B(1010)

−(1010)2 + ω2
0

��� ω >
100(1010)

(1010)2 − 10002
= 5, 02. 5-�#K*6

A� �!��� ��!���1 n ≥ 3�
�'6 G����!���	� �����		� ������1 K�# �� ��� �
�&���	�

ω <
B(1, 2k)

(1, 2k)2 − ω2
0

=
100 · 1200

12002 − 10002
= 0, 27.

A� �!��� ��!���1 n ≥ 2�
$���� �� &������& !��� ��������� �
���� 	��	
� ������ ����������� �������� &�������

0��!���	� &��������	� ��	��
� ��
�	� 5-�-(62

HN (p) =
1

p3 + 2p2 + 2p + 1
.

/������1!� &��������		� ������� 5-�#K(6�

H(p) = HN

(
100p

p2 + 106

)
=

1(
100p

p2 + 106

)3

+ 2
(

100p

p2 + 106

)2

+ 2
(

100p

p2 + 106

)
+ 1

=

=
p6 + (3 · 106p4) + (3 · 1012p2) + 1018

p6 + 200p5 + (3, 02 · 106p4) + (4, 01 · 108p3) + (3, 02 · 1012p2) + (2 · 1014p) + 1018
.



*�&� 8��� ����������� ��������� ���

�� �	� ���� 64→ �4 J#"�%)"! B���"���!#�!"! 6�%)���& �!(��B H�#��� E �� #7�
�� �������� B���"���!#�!"! &��B��B H�#���+ H�#����� �����&�����A �����&���8 ?I�
���� ���H��8 67�"=�8 7 ���� ���H�7 67�"=�� 6�%)��� &��B��B H�#��� �' H�#����� '���
'���A ωc &!'��H���)#A &!��'��

p → ωc

p
��� ω → ωc

ω
. �
����

�������� 0����
�	� �&���������� �
���� ;T ��&� ����������� (��� &������ � �������8
��
�� ωc = 10 ���I��


���������� 3����� &��������		� &���	�1!� � &������� 	��!���	��� 0T�&������&� ����
�������� (��� &������� \��� &��������	� ��	��
� !�1 ������

H(p) =
1

p2 +
√

2p + 1
.

��� ����!�		� &��������	�% ��	��
% 4���	��� �
����� ������� ������ �����������1!� &����
�����		� 5-�#K,6�

H�(p) =
1

(ωc/p)2 +
√

2(ωc/p) + 1
=

p2

p2 + ωc

√
2p + ω2

c

=
p2

p2 + 10
√

2p + 100
.

4����� �� �	� ���� �
� ��� �	�5 ��
/ �	 �� ���%�$�E� ' ���%�$�&!�! 6�%)�
����! �#�7��) &� ��&� �� �����&�����A  %A =!6��&�$� 6�%)��� �!(��B H�#��� �' H��
#����� '��'7 ωc� 7 ��M!, 6�%)�� ��' ��M�� H�#����� '��'7 ω H! �� 7 #�7$�#�!,+ ��(��
"����!, 6�%)�� ��� 7 6�%)�� &��B��B H�#��� N� #��&&� ��M���A ����) ��"!, &!$%A 1

0< 5����������� �
����) �1B→�
����) �1B<

z−1 → z−1 − α

1 − αz−1
, α =

sin{[(ωc − ω)/2]Td}
sin{[(ωc + ω)/2]Td} , �
��
�

 � Td 0 �����&�% ������ �  !#"���!'�=�8+ ωc 0 H�#���� '��'7 &!B� ��$� D?I � %A ������
&���$� 6�%)��� ωc = 1 �� *#�+ ω 0 H�#���� '��'7  %A M7"���$� D?I

6< 5����������� �
����) �1B→�
����) =�<

z−1 →
z−2 −

(
2αβ

β + 1

)
z−1 +

(
β − 1
β + 1

)
(

β − 1
β + 1

)
z−2 −

(
2αβ

β + 1

)
z−1 + 1

, �
��;�

 �

α = cos(ω0Td) =
cos{[(ωl + ω)/2]Td}
cos{[(ω − ωl)/2]Td} ; β = ctg

(
ω − ωl

2
Td

)
tg
(

ωcTd

2

)
, �
����

ω0, ωl, ω 0 #��� �A+ �!(�A �� &��B�A H�#���! M7"���$� �D &� ��&� ��
7< 5����������� �
����) �1B→�
����) ��<

z−1 →
z−2 −

(
2α

1 + β

)
z−1 +

(
1 − β

1 + β

)
(

1 − β

1 + β

)
z−2 −

(
2α

1 + β

)
z−1 + 1

, �
����

 �

α = cos(ω0Td) =
cos{[(ω − ωl)/2]Td}
cos{[(ω + ωl)/2]Td} ; β = ctg

[(
ω − ωl

2

)
Td

]
tg
(

ωcTd

2

)
, �
��F�

ω0, ωl, ω 0 #��� �A+ �!(�A �� &��B�A H�#���! M7"���$� �D &� ��&� ��



��
 *� !�������� ���%���

8< 5����������� �
����) �1B→�
����) ��B<

z−1 → z−1 + α

1 + αz−1
, α = −cos{[(ωc − ω)/2]Td}

cos{[(ωc + ω)/2]Td} , �
����

.' 6���7% �
����0�
���� &!�%!&�E+ P� �� #7�� "�(�!, �' ��&!B 6�%)���& #�&��
��E�)#A M%AB�� �����&�����A =!6��&�$� 6�%)����������!�7 ���(%!&�+ �����&���$��
�!(��B H�#��� & ��M!, &� ��&� �!, 6�%)�� ��!(��B H�#���+ #�7$�#�!,+ ��(�"����!, ���
&��B��B H�#���� ���#��� '������ z−1 7 ���� ���H��, 67�"=�8 H(z) &!B� ��$� =!6���
&�$� 6�%)��� �� �������7 67�"=�� ��E8 ( '�����8 C�"� �����&�����A H�#�����8 #�7$!
 %A =!6��&!B 6�%)���& ���#�� &!"��!#��&7&��!+ �#"�%)"! &��! &� ����(7��) ��=���
��%)�7 ���� ���H�7 67�"=�� 7 ��&7 ��=����%)�7 ���� ���H�7 67�"=��+ �� &��#AH!
#���&����) 7 ���%��7 ���H�#����7 B���"���!#�!"7 CJ�7 &��! 7#��M�� "��"7�7��) �'
���� ��! �����&�����A H�#�����8 #�7$! ���%�$�&!B 6�%)���&�������!��& �!(��B H�#���
&!$%A 7 �
F
�0�
F��

'�$� 9����� ��������&��	4 �������
�� �	����	


J ��E� ' �#��&�!B ���=� 7� ����"�7&���A =!6��&!B 6�%)���& 7 ���� � ���%�$��
&�$� ������!�7 E ����B� &� ���%�$�&�8 �� �%� 6�%)���  � �� �%� =!6��&�$� 6�%)���+
A"!, &� ��&� �E '� ��!� ��B��H�!� &!��$�� J#"�%)"! 7 A"�#�� �� �%�, 6�%)���& &!�
#�7����) ���� ���H�� 67�"=�8+ ��&� , � ��� �����&�����A ���� ���H��8 67�"=�8 H(p)
���%�$�&�$� 6�%)��� 7 ���� ���H�7 67�"=�� H(z) =!6��&�$� 6�%)��� N� �����&�����A
��(7�) &!"��7&��!#A � ��'7 ��#%A ��'��B7�"7 �����&���$� ���%�$�&�$� ?I�6�%)��7+
P� '� �&�%)�AE '� ��!� &!��$��+ ��� ��#%A �����&�����A �����&���$� D?I 7 ������
��!, H�#����!,  ����'��+ ����� 7 '� ��!, 67�"=����%)�!, �!� 6�%)��7

J#"�%)"! �����&��� ���%�$�&� 6�%)��!�������!�! '� �&�%)�A��) &#�� ��A&�!� &!�
��$�� �����"! #!$��%7+ ����B� �� &��&�!�!#A 7 ���7+ P� ���!���� & ��'7%)����  !#"���
�!'�=�8 =!6��&� 6�%)��! ��"�( '� �&�%)�A��) �� #��� &!��$! ���#%� �" =)�$� ��(���+
P�� ���=� 7��  !#"���!'�=�8 ���%�$�&�$� 6�%)��7 '� �&�%)�A%� ��"� 7��&!1

� �A&�� &�#) p��%�P!�! &� ����(�E�)#A & � !�!H�� "�%� 7 Z��%�P!�� �z = eiω  %A
−∞ < ω < ∞�D����%)�� =A 7��&� '��!#7E�)#A 7 &!$%A �

{p = iω| −∞ < ω < ∞} → {z = iω| − π < ω ≤ π}.

NA &%�#�!&�#�) ��! �����&������ ����B� ��  %A '����(���A H�#����!B B���"���!�
#�!" ���%�$�&!B 6�%)���&

� 9�&� ��%�&!�� p��%�P!�! �j`[p] < 0� &� ����(7E�)#A 7 H�#�!�7 Z��%�P!�!+
��'��M�&���8 &#��� !�� � !�!H��$� "�%� �|z| < 1�

D����%)�� =A 7��&� �� �E�)#A ��"!� H!���1

{p|j` p < 0} → {z| |z| < 1}.

NA 7��&� ����B� �� ��! �����&������  %A '����(���A &%�#�!&�#�� #��,"�#��+ P�
�7%� 7 ���%�$�&�$� ������!�7

?�,��%)M ��M!���!�! ���� ��!  !#"���!'�=�8 ���%�$�&!B 6�%)���& E ��"�1
� ���� &� ����(���A  !6����=��%�&T
� ���� ��&��������$� �����&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"!T
G ���� ��%���,��$� Z������&�����AT
� ���� 7'$� (���$� Z������&�����A

,�&��� "���� �
��0��+��� ��	�����
��
�

/��� &� ����(���A  !6����=��%�& ���%�$�&�$� 6�%)��� ��%A$�E 7 ����"#!��=�8
��B� �!B  !6����=��%)��$� ��&�A��A+ P� ��!#7E  !����"7 6�%)���+ #"��H���!�! ��'�!�
=A�! N�  �E ��(%!&�#�) ���!���! ��'�!=�&� ��&�A��A+ A"� ����"#!�7E  !6����=��%)��



*�'� 8���� �������)���5 ���������� ���%���� ���

��&�A��A &!$%A 7
N∑

k=0

ak
dky(t)
dtk

=
M∑

k=0

bk
dkx(t)

dtk
, �
����

 � x(t), y(t) 0 &B� �!, �� &!B� �!, #!$��%! ���%�$�&�$� 6�%)��� &� ��&� ��T ak, bk 0 #��%�
"��6�=�E��!

H(p) =

M∑
k=0

bkp
k

N∑
k=0

akpk

=
Y (p)
X(p)

, �
����

 � X(p)+ Y (p) 0 '����(���A �� 9��%�#7 &B� ��$� �� &!B� ��$� #!$��%�& @��� ��H�E�
�)#A+ P� H(p) �7%� ���!���� '�  �����$�� � ��$� ' ���� �& ����"#!��=�8 �B� �!, ��
&!B� �!, #!$��%! '&�A'��� ��( #���� '�  �����$�� ����$��%7 '$���"!

y(t) =

∞∫
−∞

x(τ)h(t − τ)dτ, �
��G�

 � h(t) 0 ���7%)#�� B���"���!#�!"�+ P� E �������� �����&�����A 9��%�#� &� H(p)
L���"#!��=�� ��B� �!B ��(�� &!"��7&��! A" #"��H���!�! ��'�!=A�! &���� + ��"

� #"��H���!�! ��'�!=A�! ��'�  �"��H���� ��'�!=� ��'� k�$� ���A "7 ���� ��������
��'�!=�� '�'&!H�, ��'��H���)#A #!�&�%�� ∇(k)+ � #"��H���� ��'�!=� &���� ���� ��A��
��'�!=�� 0 Δ(k)

∇(1)[w(n)] =
w(n) − w(n − 1)

Td
; n = N,N − 1, . . . , 0. �
����

Δ(1)[w(n)] =
w(n + 1) − w(n)

Td
; n = 0, N − 1. �
��
�

 �+ A" '�&( !+ Td 0 �����&�%  !#"���!'�=�8
<�'$%A���� #��H��"7 ����"#!��=�� ��B� �!B '�  �����$�� �������!B ��'�!=) @��

'��H!��
∇(0)[y(n)] = y(n).

C� �
dky(t)
dtk

∣∣∣∣
t=nTd

= ∇(1)
[
∇(k−1)[y(n)]

]
. �
��;�

<�&�A��A �
���� ���7 � &!$%A 7

N∑
k=0

ck∇(k)[y(n)] =
M∑

k=0

dk∇(k)[x(n)], �
����

 � y(n) = y(nTd)+ x(n) = x(nTd)
J#"�%)"! �����=�A ∇(1) E %���,�!, ��&�������!,  � '#7&7 �������� � ∇(k) ��(�

��'$%A ��!#A A" "�#"� �� '�E ����A k ���������& ∇(1)+ ��

Z[∇(1)[x(n)] = [(1 − z−1)/Td]X(z) �
����

�
Z[∇(k)[x(n)] = [(1 − z−1)/Td]kX(z).



��� *� !�������� ���%���

J#"�%)"! L[dy/dt] → pY (p)+ ��E�� &� ��&� ��#�) ��( ���������� p �� z 7 &!$%A �

p =
1 − z−1

Td
, �
��F�

z =
1

1 − pTd
. �
����

C�"!� H!���+ &'A&M! z������&�����A &� "�(��8 H�#�!�!+ � ��(!��

H(z) =

M∑
k=0

bk

[
1 − z−1

Td

]k

N∑
k=0

ak

[
1 − z−1

Td

]k
. �
����

.' ����&�A��A �
���� �� �
���� &! ��+ P� =!6��&� ���� ���H�� 67�"=�A ��(�
�7�! � ��(��� ��'��#��� �)� ' ���%�$�&�8 ���� ���H��8 67�"=�8 M%AB�� '����! '����!B
�
��F�

������ ��B� �!B #"��H���!�! ��'�!=A�! '���'��H7E ��H�� &� ����(���A p��%�P!�!
�� z��%�P!�7 &� ��&� ��  � �
����

@�! ����"#!��=�8  !6����=��%)��$� ��&�A��A+ P� ��!#7E  !����"7 ���%�$�&�$�
6�%)���+ #"��H�������'�!=�&!� ��&�A��A� ����B� �� &!"����! ����&��"7 &!"�����A ���
��%�H��!B &!P� 7��& P� � &%�#�!&�#�� '����(���A H�#����!B B���"���!#�!" ���%�$��
&!B 6�%)���&+ � ��"�( #��,"�#�� 7 &� ��&� ���7 =!6��&��7 6�%)���

� =�E� ����� ��"%� ��� & �
���� p = iω C� �

|z|2 =
∣∣∣∣ 1
1 − iωTd

∣∣∣∣
2

= j` 2z + .m 2z =
(

1
1 + ω2T 2

d

)2

+
(

ωTd

1 + ω2T 2
d

)2

.

�&� #! ��&�("� '�A#7&��!+ ��A�� p = iω+ −∞ < ω < ∞ �7A&�� &�#) p��%�P!�!� ���
���&�����A� �
���� &� ����(7E�)#A 7 "�%� �� �7#� r = 1/2 �' =������ O(1/2, 0) ��!#
�1

[j` z − 1/2]2 + [.m z]2 = (1/2)2.

N� �'��H�E+ P� &#� ��H"! �#� iω �' p��%�P!�! ��#%A &� ����(���A �
���� �� �����
B� A�) �� � !�!H�� "�%� z��%�P!�! J�(�+ ���M� 7��&� "���"���8  !#"���!'�=�8 ����
%�$�&�$� 6�%)��7 �� &!"��7E�)#A+ P� ��!'&� !�)  � &����! &!���"�&!B &%�#�!&�#��,
���%�$�&�$� 6�%)��� 	�7$� 7��&� P� � #��,"�#�� 7  ����7 &!�� "7 &!"��7E�)#A

��#��#7&���A ��A�!B ��'�!=) ��!'&� !�)  � &� ��&� ��#��

p =
z − 1
Td

, �
����

z = 1 + pTd. �
��G�

�� p = iω ��E�� z = 1 + iωTd+ ����� 7A&�� &�#) p��%�P!�! &� ����(7E�)#A 7 ��A�7
z��%�P!�!+ P� '#7�7�� &���&� �� � !�!=� Y#��+ P� �� ���M�+ ��  �7$� &!��$!  �
 !#"���!'�=�8 ���%�$�&�$� 6�%)��7 �� &!"��7��)#A

@� &� AH! �� #7�"! P� � '�#��#7&���A ���� 7+ ��H!��+ P� '�#��#7&���A  �&�%�
���#�!B �� #����&�" &!$%A 7 �
��F� ��� �
����  �'&�%AE ��'��#��� �)� ����,�! &� '��
 ���8 67�"=����%)��8 ���� ���H��8 67�"=�8 ���%�$�&�$� 6�%)���  � M7"���8 ��=����%)�
��8 ���� ���H��8 67�"=�8  !#"�����$� 6�%)���+ B�H� B���"���!#�!"! &!B� ��$� ���%��
$�&�$� 6�%)��� �� '����$���)#A N� ��7��&%�E &!"��!#����A ��M!B+ ��%)M �6�"�!&�!B+
�%� , ��%)M #"%� �!B ���� �&  !#"���!'�=�8 ���%�$�&!B 6�%)���&



*�'� 8���� �������)���5 ���������� ���%���� ���

,�&��� "���� 
����
������� ����������� 
#�������< %�������������

N�, ����  !#"���!'�=�8 ���%�$�&!B 6�%)���&+ A"!, P� ��'!&���) ���� �� #����
 �����$� z������&�����A+ B���"���!'7E�)#A �!�+ P� 7 A"�#�� ���7%)#��8 B���"���!#�!�
"! =!6��&�$� 6�%)��7+ P� ��'��B�&7E�)#A+ &!"��!#��&7E�)#A  !#"���!'�&��� ���7%)#��
B���"���!#�!"� &� ��&� ��$� ���%�$�&�$� 6�%)��� � ��'7%)���� H�#����� B���"���!#�!�
"� =!6��&�$� 6�%)��� #�&���E�)#A M%AB�� ����� !H��$� ��&����&���A ���"%� ���A� '
H�#�����  !#"���!'�=�8 H�#�����8 B���"���!#�!"!  !#"���!'�&���$� ���%�$�&�$� 6�%)�
���

@��=�# ��'��B7�"�& '$� �� ���� 7 ��&��������$� �����&�����A ���7%)#��8 B���"���
�!#�!"! ��(�� �� ��! 7 &!$%A � �%$��!��7+ A"!, ��&� ��� �� �!#

� ����� �%�#���=�8 ���� � ��&��������$� �����&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"!
��'$%A���� ���%�$�&!, 6�%)��+  !����"� A"�$� ��!#7E�)#A ���� ���H��� 67�"=�E�

H(p) =

M∑
k=1

bkp
k

N∑
k=1

akpk

. �
����

�� ��!�7P���A &� #7���#�� "����!B ��%�#�& 7 ���� ���H��, 67�"=�8 �
���� � &��B�&��
H!+ P� ��'$%A �E�)#A #��,"!, ���%�$�&!, 6�%)��+ 88 ��(�� ��'"%�#�! �� �%���������
 ���! � �� ��! 7 &!$%A �

H(p) =
N∑

k=1

Ak

p + αk
. �
��
�

N!6��&!, 6�%)�� ' ���7%)#��� B���"���!#�!"��+ A"� #��&�� �E �'  !#"���!'�&��
��� ���7%)#��� B���"���!#�!"�� ���%�$�&�$� 6�%)����������!��+ ��(�� � ��(��!+
&!"��!#��&7�H! &� ��&� ��#�)

Y (p) =
m∑

l=1

Al

p + αl
→ H(z) =

m∑
l=1

Al

1 − e−αlTdz−1
. �
��;�

Y"P� ���� ���H�� 67�"=�A �������&��$� 6�%)��� ��#�!�) "����� ��%�#!+ �� 8�
&� ��&� ���) %��=�$! �!�7[

(−1)l−1

(l − 1)!
∂l−1

∂pl−1

Al

1 − e−pTdz−1

]
p=αl

. �
����

.��7%)#�� B���"���!#�!"� ����7%)#�� ����B� �� 67�"=�A� &!'��H�E�)#A A" �������
�� �����&�����A 9��%�#� &� ���� ���H��8 67�"=�8 L��%�$�H��+ ���7%)#�� B���"���!�
#�!"� =!6��&�$� 6�%)��� h(nT ) &!'��H�E�)#A A" �������� z������&�����A ,�$� ���� ��
��H��8 67�"=�8 H(z) C�"!� H!���+

h(t) = L−1{H(p)} = L−1

{
m∑

l=1

Al

p + αl

}
=

m∑
l=1

Ale
−αlt. �
����

	!#"���!'�&��� ���7%)#�� B���"���!#�!"�

h(nTd) =
m∑

l=1

Ale
−αlnTd . �
��F�

Y"P� &�')���� z������&�����A &� �
��F�+ �� � ��(!��

H(z) =
∞∑

n=0

h(nTd)z−n =
m∑

l=1

Al

∞∑
n=0

e−αlnTdz−n =
m∑

l=1

Al

1 − eαlTdz−l
. �
�G��



��� *� !�������� ���%���

�'�$�%�+ ����B� &� ���� ���H��8 67�"=�8 �������&��$� 6�%)���  � ���� ���H��8
67�"=�8  !#"�����$� 6�%)��� ' �,#��E�)#A '� �������� ��� %!M"!+ �%� ��(�� 7 ��%)�
M�#�� &!�� "�& "��!#�7&��!#) 6���7%�� &� ��&� ��#��

1
p + αi

→ 1
1 − z−1e−αiTd

. �
�G��

��� ���%!=A�! &� ��&� ��#�� ��( �!��&!�! %��=�$��! �����&�����A 9��%�#� �� z�
�����&�����A

?� �!# 
�� ��"�'��� &� ����(���A �' p��%�P!�! & z��%�P!�7+ P� &� ��&� �E ��&��
��������7 �����&������ ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ��(�� $��!'����%)�� #�7$� M!�
�!��� 2π/Td �' p��%�P!�! &� ����(�E�)#A �� z��%�P!�7 C��7 &#� #7��(�� #�7$! �'
p��%�P!�! �7 7�) ��! &� ����(���� ��"%� ��!#) � �� �� � �7 & z��%�P!��

"��� -�#B� ;
�������		� p�&���	� � z�&���	��

�&� #! &!�%!&�E+ P�  %A ��$�+ P�� H�#����� B���"���!#�!"! &!B� ��$� ���%�$�&�$�
6�%)��� �� =!6��&�$� 6�%)���+ A"!, ��'��B�&7E�)#A '� ���� �� ��&��������$� �����&��
����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"!+ &� ��&� �%! � !� � ���7+ ����B� ��+ P�� #�7$� ����
�7#"���A ���%�$�&�$� 6�%)��� ��#�!%�#) & ��(�B  ����'��7 −π/Td ≤ Ω ≤ π/Td 	%A
&!"�����A =�E8 7��&! ����B� ��  � ��H��"7 �����&�����A &&� !�!  � ��"�&!, 6�%)��
�!(��B H�#���+ A"!, $�����7E &� ��&� �� ����(���A #�7$! ����7#"���A ���%�$�&�$�
6�%)���

�������
 .�&�������� �����&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ���%�$�&�$� 6�%)�
��7 ' ���� ���H��� 67�"=�E�

H(p) =
2

(p + 1)(p + 3)
=

1
p + 1

− 1
p + 3

.

J#"�%)"!
1

p + α
→ 1

1 − z−1e−αTd
,

��

H(z) =
1

1 − z−1e−Td
− 1

1 − z−1e−3Td
=

z−1
(
e−Td − e−3Td

)
1 − z−1 (e−Td + e−3Td) + e−4Tdz−2

.

J �� ' ���=� 7� �����&�����A  ��!B ��'��B7�"7 ���%�$�&�$� 6�%)���  %A ��'���
B7�"7 =!6��&�$� 6�%)��� &� ��&� �E &!���7 7 A"�#�� ���7%)#��8 B���"���!#�!"! =!6���
&�$� 6�%)��� ��&������� ��'�� �%��!B &� %�"�& ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ���%�$�&�$�
6�%)��� .�M!�! #%�&��!+ h(n) = ha(nT )+  � T 0 �����  !#"���!'�=�8

Z������&�����A &� h(n) '&�A'��� ' �����&�����A� 9��%�#� &� ha(t) #��&&� ��M��
��A�

|H(z)|z=epT =
1
T

∞∑
k=−∞

Ha

(
p + i

2π
T

k

)
. �
�G��



*�'� 8���� �������)���5 ���������� ���%���� ���

�� #��&&� ��M���A z = epTd &! ��+ P� #�7$! M!�!��� 2π/T �� p��%�P!�� &� �����
(���)#A �� &#� z��%�P!�7 9�&� ��%�&!�� "�(��8 #�7$! p��%�P!�! &� ����(�E�)#A
7 &�7���M�� ��%�#�) � !�!H��$� "�%�+ � ���&� ��%�&!�� 0 7 '�&��M�� ��%�#�) �A&�
�� &�#) p��%�P!�! &� ����(�E�)#A & � !�!H�� "�%� ��"!� H!���+ P� "�(�!, &� ��'�"
 �&(!��� 2π/T 7��P7E�)#A � !� ��' �� � !�!H���7 "�%� � �
�G�� A#��+ P� "�(�� $��
�!'����%)�� #�7$� ' p��%�P!�! ������#!�)#A �� z��%�P!�7  %A 6���7&���A =!6��&�8
���� ���H��8 67�"=�8 �' ���%�$�&�8 ���� ���H��8 67�"=�8 C�"!� H!���+ ���� ���7%)�
#��8 ��&��������#�� �� &� ��&� �E ���#���7 �%$����8H���7 &� ����(���� p��%�P!�! ��
z��%�P!�7

I�#����� B���"���!#�!"� =!6��&�$� 6�%)��� '&�A'��� �' H�#������ B���"���!#�!�
"�� ���%�$�&�$� 6�%)��� #��&&� ��M���A�

H
(
eiω
)

=
1
Td

∞∑
k=−∞

H

(
i
ω

Td
+ i

2π
Td

k

)
. �
�GG�

� ������!  !#"���!'�=�8 �H�&! ��+ P�

H
(
eiω
)

=
1
Td

H

(
i
ω

Td

)
, |ω| ≤ π

��%)"! "�%! H(Ω) = 0 ��! |Ω| ≥ π/Td L%� �7 )�A"!, ���"�!H�!, ���%�$�&!, 6�%)��
�� �7 � ���! ��'"� ����(��7 #�7$7+ , ��(�+ ��E ��#=� ��"%� ���A ��( ��#%� �&�!�!
H%����! & �
�GG�

���#%� �" A&!P� ��"%� ���A+ P� &!�!"�E & ���=�#�  !#"���!'�=�8+ H�#����� B����
"���!#�!"� ��'7%)�7�H�$� =!6��&�$� 6�%)��� �� �7 � � ���!H��� &!B� ��, ���%�$�&�,
H�#�����, B���"���!#�!=�

� �����  �#%� (���A ����������=�8 ���� 7 ��'��B7�"7 �� �#��&� ���7%)#��8 ��&����
�����#�� '�  �����$�� #��&&� ��M���A ��( p� �� z��%�P!���!+ ��'$%A���� ���� ���H�7
67�"=�� ���%�$�&�$� 6�%)���+ A"7 ��� #��&%��� 7 &!$%A � ��'"%� ���A �� ���#��  ���!

Ha(p) =
N∑

k=1

Ak

p − pk
. �
�G��

�� ��&� �� ���7%)#�� B���"���!#�!"� ��E &!$%A 

h(t) =
N∑

k=1

Ake
pktu(t),

 � u(t) 0 ���%�$�&� 67�"=�A � !�!H��$� #��!�"� C� � ���7%)#�� B���"���!#�!"� =!�
6��&�$� 6�%)���  ���&��E

h(n) = h(nTd) =
N∑

k=1

Ake
pknTdu(n) =

N∑
k=1

Ak

(
epkTd

)n
u(n).

@��� ���H�� 67�"=�A =!6��&�$� 6�%)��� H(z) &!'��H�E�)#A &!��'��

H(z) =
N∑

k=1

Ak

1 − epkTdz−1
. �
�G
�

.' ����&�A��A �
�G�� �� �
�G
� ��H!��+ P� ��%�# 7 ��H=� p = pk �' p��%�P!�!
�����&���E�)#A & ��%�# 7 ��H=� epkT �� z��%�P!��+ � "��6�=�E��! 7 ��'"%� ���� ��
���#��  ���! H(p) �� H(z) E ��&�!�! Y"P� ���%�$�&!, 6�%)�� E #��,"!�+ �� &�%!H!��
epkT < 1 + ��( &� ��&� �!, ��%�# & =!6��&��7 6�%)��� ��#�!�)#A '�7��� � !�!H��$�



��� *� !�������� ���%���

"�%�+ � =!6��&!, 6�%)�� E ��"�( #��,"!� ?�'&�(��H! �� ��+ P� ��%�#! & p��%�P!��
&� ����(���)#A & ��%�#! z��%�P!�! 7 &� ��&� ��#�� �' #��&&� ��M���A� zk = epkT + #%� 
'&���7�! 7&�$7 �� ��+ P� ���=� 7�� �� �#��&� ��&��������#�� ���7%)#��8 B���"���!#�!�
"! �� #��&�� &� ��&� �E &� ����(���� p��%�P!�! �� z��%�P!�7 &� ��&� �� ��"��7 ���
�7 )�A"��7 ��M��7 #��&&� ��M���� ��"����+ �7%� =!6��&�8 ���� ���H��8 67�"=�8 E
67�"=�E� ��%�#�& �� "��6�=�E���& Ak 7 ��'"%� ���� �� ���#��  ���!+ , &��! 7 '�$�%)�
���7 &!�� "7 �� �7 7�) &� ����(��!#A ��"!� (� H!���+ A" &� ����(�%!#A ��%�#! N�
#��E �H�&! �!� ��! &!"������ ���=� 7�! ��'"%� ���A  ����&����=����%)��8 67�"=�8
�� ��,���#��M�  ���!

�������� "�����	�!� �	������� &��������	� ��	��
8 H(p)� ��� ����	� � ������


H(p) =
p + a

(p + a)2 + b2
=

0, 5
p + a + ib

+
0, 5

p + a − ib
.

;
�&��
�	� ��	��
� ��������� �
������ ��� ������	� �� !�����! 
!&����	�% 
	���
�	�	���
�
���
�	81

H(z) =
1/2

1 − e−aTde−ibTdz−1
+

1/2
1 − e−aTdeibTdz−1

=
1 − (e−aTd cos bTd

)
z−1

((1 − e−aTde−ibTdz−1) ((1 − e−aTdeibTdz−1)
.

$���� ������� �
���� !�1 ���	 	��� � &������ ������	�� �� 	��� � ����
 z = e−aTd cos bTd�
0� ���� 5-�#:6 &�����	� �����4���		� &��8�
� �� 	��
� ��� H(p) � p�&���	
 �� ��� H(z)

� z�&���	
 ����! 
� �	�������8 �� �������8 ������	�!� ��������������!�� ]����� 	�����
��		� � ������
 ������	
 �������������
 ������	
�

"��� -�#:� "����4���		� &��8�
� �� 	��
� 
 ������	� ��������������

�� &!#�"!B H�#���  !#"���!'�=�8 ���%��7 Td� =!6��&!, 6�%)�� ��(� ���!  7(�
&�%!"� �� #!%���A � =�E8 ��!H!�! '���#�) �
���� #%7M�� &!"��!#��&7&��! &!��' &!�



*�'� 8���� �������)���5 ���������� ���%���� ���

$%A 7

H(z) =
N∑

k=1

TdAk

1 − epkTdz−1
. �
�G;�

N� �'��H�E+ P� ���7%)#��� B���"���!#�!"�� A&%AE�)#A

h(n) = Tdh(nTd).

,�&��� "���� 0
�
�
����� z.�����������

J �!� �' �#��&�!B �� �%�"�& ���� 7 ��&��������$� �����&�����A ���7%)#��8 B����
"���!#�!"! E &� #7���#�) � ��'��H��8 67�"=�8 ����B� 7 &� p��%�P!�!  � z��%�P!�!+
P� ��!'&� !�)  � ��"%� ���A H�#����!B ��%�#��, N�, �� �%�" &� #7���, 7 ���� � ���
%���,��$� z������&�����A+ A"� &!'��H�E�)#A

<�'$%A���� ���=� 7�7 #!���'7 =!6��&�$� 6�%)���+ P� Q�7��7E�)#A �� ����$�7&����
 !6����=��%)��$� ��&�A��A �� �� �%)M�8 H!#�%)��8 ����"#!��=�8 ����$��%7

<�'$%A���� ��&�A��A ���M�$� ���A "7

c1y
′(t) + c0y(t) = d0x(t). �
�G��

�� ��&� �� ���� ���H�� 67�"=�A ��E &!$%A 

H(p) =
d0

c1p + c0
.

���!M��� y(t) 7 &!$%A � ����$��%7

y(t) =

t∫
t0

y′(t)dt + y(t0).

��"����+ A"P� t = nTd � T0 = (n − 1)Td+ ��

y(nTd) =

nTd∫
(n−1)Td

y′(τ)dτ + y[(n − 1)Td].

Y"P� ����$��% ����"#!�7E�)#A '� 6���7%�� �����=�,+ �� ��(�� '��!#��!

y(nTd) = y[(n − 1)Td] + (Td/2)
[
y′(nTd) + y′[(n − 1)Td]

]
. �
�G��

����#�!�� �
�G�� & =� 6���7%71

[y(n) − y(n − 1)] = (Td/2){(−c0/c1)[y(n) + y(n − 1)] + (d0/c1)[x(n) + x(n − 1)]},
 � y(n) = y(nTd)+ x(n) = x(nTd) ���, ��� z������&�����A1

H(z) =
Y (z)
X(z)

=
d0

c1
2
Td

1 − z−1

1 + z−1
+ c0

. �
�GF�

�&� #!+ H(z) � ��(7��) �' H(p) '�  �����$�� '����!

p =
2
Td

1 − z−1

1 + z−1
, �
����

�����

H(z) = H(p)
∣∣∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

. �
����



��	 *� !�������� ���%���

.' �
���� � ��(7E�� &!��'  %A

z−1 =
2 − Tdp

2 + Tdp
, z =

2 + Tdp

2 − Tdp
. �
����

@����&�����A+ A"� &!"��!#��&7E '����7 �
����+ E ��%���,�� �����&�����A @�"�(��
��+ P� =� �����&�����A ��E &%�#�!&�#�)+ '� A"�� 7A&�� &�#) �' p��%�P!�! &� ����(�E�
�)#A & � !�!H�� "�%� 	%A =)�$� ��'$%A���� p = iω C� � ' �
����

z =
2 + Tdp

2 − Tdp

∣∣∣∣
p=iωTd

=
(2 + iωTd)2

4 + ω2T 2
d

=
[4 − (ωTd)2] + i4ωTd

4 + ω2T 2
d

= |z|2eϕ(ω).

r = |z| =
4 + (ωTd)2

4 + (ωTd)2
= 1; ϕ(ω) = arctg

4ωTd

4 − (ωTd)2
.

J�(�+ �����&�����A �
���� &� ����(7E 7A&�7 &�#) p = iω �� � !�!H�� "�%� 7 z��%�P!��
	%A z = eiωTd ' �
���� ��E��1

p =
2
Td

z − 1
z + 1

=
2
Td

eiωTd − 1
eiωTd + 1

= i
2
Td

sin(ωTd/2)
cos(ωTd/2)

= i
2
Td

tg(ωTd/2) = σ + iΩ.

C�"!� H!���+  %A z+ P� ��#�!�)#A �� � !�!H���7 "�%�+ σ = 0+ Ω �� ω '&�A'��� #��&&� �

��M���A� Ω → 2
Td

tg(ω/2Td)+ P� $��6�H�� ��"�'��� �� �!# 55

O�%���,�� �����&�����A '���'��H7E ���#�� &� ����(���A ��( ���%�$�&!�! �� =!�
6��&!�! 6�%)����! � E �%$����8H�!� �����&�����A�

?� �%�" ���� 7 ��%���,��$� �����&�����A ��%A$�E 7 ���7+ P� �6�"�! ��%���,��#��
#��&&� ��M���A ��( H�#����!�! M"�%��! ���%�$�&�$� �� =!6��&�$� 6�%)���& ��(��
&��B7&��! %!M� 7 ���7 &!�� "7+ "�%! H�#����� B���"���!#�!"� ���%�$�&�$� 6�%)���
��E &!$%A #�7���H�#���� ����8 67�"=�8 ���� ��$�+ ��! ��%���,���7 �����&������ ���
���7%)#��+ ��� 6�'�&� B���"���!#�!"! ���%�$�&�$� �� =!6��&�$� 6�%)���& �� �7 7�)
#��&�� ��!

,�&�&� "���� �(���+����� z.�����������

/��� 7'$� (���$� z������&�����A $�7��7E�)#A �� ��'��#�� �)��7 &� ����(���A
��%�#�& �� �7%�& �' p��%�P!�! 7 ��%�#! �� �7%� �� z��%�P!�� �� ��"�$� &� ����(���A
��%�# ��7%)� 7 ��H=� p = a p��%�P!�! &� ����(7E�)#A 7 ��%�# ��7%)� 7 ��H=� z = eaTd z�
�%�P!�! J�(�+ ��! 7'$� (����7 z������&������ &� ����(7�H� '����� ���!�� &!$%A 

p − a → 1 − z−1eaTd . �
��G�

����� '�7&�(!�!+ P� ��%�#! =!6��&�$� 6�%)���+ P� ��'��B�&��� '� ���� �� 7'$��
 (���$� z������&�����A+ E � ���!H�� ��%�#��+ A"� ���!�7��) '� ���� �� ��&���������
$� �����&�����A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! ��$� #���$� ���%�$�&�$� 6�%)���+ �%� �7%�
#7��E&� &� ��'�A��)#A

/��� 7'$� (���$� z������&�����A  �&�%� ���#�!, 7 &!"��!#�����+ �%� 7 ��$��)�B
&!�� "�B &�� ����!,�A��!, C�"+ ����!"%� + A"P� ���� ���H�� 67�"=�A ���%�$�&�$�
6�%)��� ��#�!�) ��%)"! ��%�#!+ ���� ���H�� 67�"=�A =!6��&�$� 6�%)��� ��"�( ���!��
��%)"! ��%�#!+ �%� 7 ��$��)�B &!�� "�B &��� �� &� ��&� ��!�� ���%�$�&��7 6�%)��7

,�&�,� 2������� ����������� ��	����% 	
����
�

�#� ��!"%� ! ��'��B7�"�& ���������& =!6��&!B 6�%)���& &!"��7��)#A '$� �� �'
7'�$�%)���!� �%$��!���� ���� � ���%�$�&�$� ������!�7

���	�� � @���"�7&���A =!6��&�$� 6�%)��7 �!(��B H�#��� �' ��"#!��%)�� �%��
#"�� ���%��7 ��� B���"���!#�!"��

C�"!� 6�%)���� E 6�%)�� O�����&���� �B� ��  ���  %A ��'��B7�"�&1
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�� H�#���� '��'7 fc = 50 5=T
�� 7 #�7'� ����7#"���A fc ∈ [0, fc] �� H�#���� f1 = 25 5= "&� ��� �� 7%A H�#�����8

B���"���!#�!"!
H(i2πf1)|2 ≥ δ1 = 0, 9.

G� 7 #�7'� '���!�"! f ∈ [fc,∞] �� H�#���� f2 = 75 5= "&� ��� �� 7%A H�#�����8
B���"���!#�!"!

H(i2πf2)|2 ≤ δ2 = 0, 10.

�� H�#����  !#"���!'�=�8 fd =
1
Td

=
1

0, 005
1/c = 2005=

@� #7�"�&!, ��'7%)��� ����"�7&���A �� ��! 7 &!$%A � #"��H�������'�!=�&�$� ��&�
�A��A+ ��! ����$�  %A ���$�����8 ���%�'�=�8 =!6��&�$� 6�%)���

�����������
 J#"�%)"! ��B��H�� &!��$! #6���7%)�&��� 7 '�& ���� �� ����"�7&���A+
� ��'7 ����B� !��  �  �7$�$� "��"7 �%$��!��7 ���� � ���%�$�&�$� ������!�7

�� �� ��&� ��  � '� ��!B ��B��H�!B &!��$ ����B� !��  � H�#�����$�  ����'��7
ω ∈ [0, 1] '$� �� ' H�#����!� �����&�����A� D?I →D?I &!$%A 7 �ZZ�

ω′
1 → ω1

ωc
=

2πf1

2πfc
=

f1

fc
= 0, 5[�� *#];

ω′
2 → ω2

ωc
=

2πf2

2πfc
=

f2

fc
= 1, 5[�� *#],

 � ω′
1+ ω′

2 0 H�#���! 7 #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A &� ��&� ��  %A �����&���$�
���%�$�&�$� ?I�6�%)���

J�(�+ ��B��H�!�! &!��$��!  � �����&���$� ���%�$�&�$� 6�%)��7 �!�� O�����&���
�� E ����� ��"�1

�� H�#���� '��'7 0 ω′
c = 1 �� *#T

�� �� H�#���� ω′
1 = 0, 5 �� *# 7 #�7'� ����7#"���A ω′ ∈ [0, ω′

c] "&� ��� �� 7%A
H�#�����8 B���"���!#�!"! H(iω′

1)|2 ≥ δ1 = 0, 9T
G� �� H�#���� ω′

2 = 1, 5 �� *# 7 #�7'� '���!�7&���A ω′ ∈ [ω′
c,∞] "&� ��� �� 7%A

H�#�����8 B���"���!#�!"! H(iω′
2)|2 ≤ δ2 = 0, 10T

�G @��A �" ���%�$�&�$� �����&���$� D?I O�����&���� &!'��H�E�� '$� �� 7��&
�ZZ�+�ZZ�+ &!"��!#��&7�H! &!��' �ZZ� ��"!� H!���1

|H(iω)|2∣∣
ω=ω′

1
=

1
1 + ω2n1

∣∣∣∣
ω=ω′

1

= δ1;

|H(iω)|2∣∣
ω=ω′

2
=

1
1 + ω2n2

∣∣∣∣
ω=ω′

2

= δ2,

 � n1, n2 0 #������ ��%�����& O�����&����+ '� A"!B &!"��7��)#A &!��$! δ1 = 0, 9+ δ2 =
0, 10

.' ��&� ��!B &!��'�& ���!�7E��

nk =
log((1 − δk)/δk)

2 log ω′
k

, k = 1, 2.

n1 =
log((1 − 0, 9)/0, 9)

2 log 0, 5
= 1, 585; n2 =

log((1 − 0, 10)/0, 10)
2 log 1, 5

= 2, 71.

J#"�%)"! n2 > n1+ �� M7"��!, ���A �" ����"#!�7�H�$� ��%����� O�����&����

n = max{[n1], [n2]} = max{2, 3} = 3.



��
 *� !�������� ���%���

J�(�+ 67�"=�A "&� ���7 �� 7%A M7"���$� 6�%)��� �7 � ��"��1

|H(iω)|2 =
1

1 + (ω2)3
=

1
1 + ω6

.

�� <�'��B7��" ���� ���H��8 67�"=�8 #��,"�$� �����&���$� D?I '� ���$� ���A "7
�n = 3� ��(�� ' �,#�!�!  &��� #��#����!1

�� �' &!"��!#����A� ��%�#�& pk ���� ���H��8 67�"=�8 H(p)+ P� ��'��M�&��� 7 %�&�,
p�����&�%�P!�� '$� �� '� #��&&� ��M���A�! �ZZ�+ �ZZ�+ �ZZ� � A"� ��&� ��� 7 ���% �ZZ�T

�� �' &!"��!#����A� 6���! �� ���A ���� ���H��8 67�"=�8 �����&���$� 6�%)���
H(p) 7 &!$%A �

H(p) =
1

A(p)
=

1
n∑

k=0

akpk

.

J������  �7$!, #��#��

H(p) =
1

1 + 2p + 2p2 + p3
.

�
 @����&��!�� ���� ���H�7 67�"=�� �����&���$� 6�%)��� 7 �������7 ���� ��
��H�7 67�"=�� D?I ' H�#�����$�  ����'��7+ P� &� ��&� �E fc = 50 5= 	%A =)�$�
&!"��!#��&7E�� �����&�����A p = p/ωc+ P�  �E

H(p)
∣∣
p=p/ωc

=
1

1 + 2(p/ωc) + 2(p/ωc)2 + (p/ωc)3
=

ω3
c

p3 + 2ωcp2 + 2ω2
cp + ω3

c

∣∣∣∣
ωc=2π50�����

=

=
8π3125 · 103

p3 + 4π · 50p2 + 2(π · 50)2p + (2π · 50)3 .

J�(�+ ���!���!, &!��' &!'��H�E ���� ���H�7 67�"=�� ���%�$�&�$� D?I+ H�#���
��� B���"���!#�!"� A"�$� &� ��&� �E ��B��H�!� &!��$��+ P� �� �&�� (7E�)#A $��6�"��
LI- �� �!#

�; @����&�����A ���%�$�&�$� D?I 7 =!6��&!, &!"��7E�� �� �#��&� ��%���,��$� z�
�����&�����A+ &!"��!#��&7�H! #��&&� ��M���A �ZZ�  � ���!����8 ���� ���H��8 67�"=�8

H(z) = H(p)
∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

=
ω3

c

p3 + 2ωcp2 + 2ω2
cp + ω3

c

∣∣∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

=

=
C3(1 + z−1)3

8(1 − z−1)3 + 8C(1 + z−1) + 4C2(1 − z−1)(1 + z−1)2 + C3(1 + z−1)3
=

=
C3(1 + 3z−1 + 3z−2 + z−3)

C1 + C2z−1 + C3z−2 + C4z−3
=

=
3, 876(1 + 3z−1 + 3z−2 + z−3

34, 312 + 10, 063z−1 + 13, 191z−2 − 1, 428z−3
=

=
0, 114 + 0, 341z−1 + 0, 341z−2 + 0, 114z−3

1 + 0, 293z−1 + 0, 384z−2 − 0, 0416z−3
.

 � C = ωcTd+ C1 = 8 + 8C + 4C2 + C3+ C2 = −24 − 8C + 4C2 + 3C3+ C3 = 24 − 8C −
4C2 + 3C3+C4 = −8 + 8C − 4C2 + C3

�� �!"��!#��&7�H! �������� z������&�����A �' &��B7&���A� ������! ��� '#7&+
���!�7E�� ��'�!=�&� ��&�A��A+ P� &!"��!#��&7E�)#A ��! ���$�����, ���%�'�=�8 #�����
"��&���$� =!6��&�$� 6�%)��� �!(��B H�#���

y(n) = −0, 293y(n − 1) − 0, 384y(n − 2) + 0, 0416y(n − 3)+



*�'� 8���� �������)���5 ���������� ���%���� ���

+0, 114x(n) + 0, 341x(n − 1) + 0, 341x(n2) + 0, 114x(n − 3); n = 0, N − 1.

���	�� � @���"�7&���A =!6��&�$� #�7$�#��$� 6�%)��� ' ��������� #�� ���
67�"=�E� ���� �H�

C�"!� &!��$�� ��E '� �&�%)�A�! 6�%)�� O�����&����
�B� ��  ���1
�� #��� �A H�#���� #�7$! ����7#"���A ω0 = 100 �� *#T
�� M!�!�� #�7$! ����7#"���A B = 20 "�� *#T
G� ��"#!��%)�� '$�#���A+ A"�  ��7#"�E�)#A 7 #�7'� ����7#"���A �� H�#���� ω1 =

97, 5 �� *#+  ���&��E δ1 = 0, 5  OT
�� ������%)�� '$�#���A 7 #�7'� '���!�7&���A �� H�#���� ω2 = 180 �� *# ��E  ���&�

��&��! δ2 = 5  OT


� H�#����  !#"���!'�=�8 ωd =
2π
Td

= 400 �� *#+ Td =
2π
ω0

= π
2 · 10−2

�����������
 J#"�%)"! &!��$! '� ��� 7 H�#������7  ����'���+ ��H!��E�� '  �7$�$�
"��"7 �%$��!��7 ���� � ���%�$�&�$� ������!�7

�� �$� �� &!��$�� G�+ �� &!'��H�E�� H�#����!,  ����'�� �����&���$� ���%�$�&�$�
6�%)��7 ω ∈ [0, 1]+ &!"��!#��&7�H! H�#����� �����&�����A D?I→�D1

ω′
1 =

−ω2
1 + ω2

0

Bω1
=

−(97, 5)2 + (100)2

20 · 97, 5 = 0, 25 �� *#;

ω′
2 =

−ω2
2 + ω2

0

Bω1
=

−(80)2 + (100)2

20 · 80 = 2, 25 �� *#,

 � ω′
1, ω

′
2 0 &� ��&� �� H�#���! 7 #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A  %A �����&���$�

���%�$�&�$� D?I
J�(�+ ��B��H�!� &!��$��  � �����&���$� D?I �7 7�)1
�� H�#���� '��'7 ω′

c = 1 �� *#T
�� 7 #�7'� ����7#"���A �� H�#���� ω′

1 = 0, 25 �� *# ��"#!��%)�� '$�#���A  ���&��E
δ1 = 0, 5  OT

G� 7 #�7'� '���!�7&���A �� H�#���� ω′
2 = 2, 25 �� *# ������%)�� '$�#���A  ���&��E

δ2 = 5  O
�G @��A �" �����&���$� ���%�$�&�$� D?I �O�����&����� &� M7"7E�� ��"!� H!�

���1
−10 log |H(iω′

1)|2 ≤ δ1,

−10 log |H(iω′
2)|2 ≤ δ2,

'&� "! �' 7��B7&���A� H!#%�&!B '��H��)  %A ω′
1, ω

′
2, δ1, delta2 ��E��1

−10 log
∣∣∣∣ 1
1 + (0, 25)2n1

∣∣∣∣ ≤ 0, 5;

−10 log
∣∣∣∣ 1
1 + (2, 25)2n2

∣∣∣∣ ≥ 5,

 � n1, n2 0 �������� ���A "! 6�%)��� '� "�(��� �' ��B��H�!B &!��$
<�'&�A'7�H! =� #��&&� ��M���A &� ��#�� n1, n2+ ���!�7E�� M7"��� '��H���A n1 ≥

0, 759+ n2 ≥ 0, 477+ '&� "! ���!�7E�� n = max{n1, n2} = 1
�� J�(�+ M7"��� ���� ���H�� 67�"=�A �����&���$� D?I &!'��H�E�)#A A"1

H(p) =
1

A(p)
=

1
p + a0

=
1

p + 1
,

 � a0 0 "��6�=�E�� ��%����7 A(p)+ P� &'A�!, �' ���%



��� *� !�������� ���%���

)���� -�(� )������ #� S�����	��� &��8�
� 	��!���	�� ?0T �����������

n p1,n p2,n−1 p3,n−2 p4,n−3 p5,n−4

� ��+���
� ��+���±i�+���
G ��+
±i�+�;; ��+���
� ��+G�G±i�+F�� ��+F��±i�+G�G

 ��+G�F±i�+F
� ��+��F±i�+
�� ��+���
; ��+�
F±i�+F;; ��+���±i�+��� ��+F;;±i�+�
F
� ��+��G±i�+F�
 ��+;�G±i�+��� ��+F��±i�+�G� ��+���
� ��+�F
±i�+F�� ��+

;±i�+�G� ��+�G�±i�+

; ��+F��±i�+�F

F ��+��G±i�+F�
 ��+
±i�+�;; ��+�;;±i�+;�G ��+F��±i�+G�� ��+���

)���� -�*� )������ (� S���
�
1	�� &��
	�!� A(p) = pn + an−1p
n−1 + · · ·+ a1p + a0 	��!���	���

?0T �����������

n a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

� �+���
� �+��� �+���
G �+��� �+��� �+���
� �+��� �+;�G G+��� �+;�G

 �+��� G+�G; 
+�G; 
+�G; G+�G;
; �+��� G+�;� �+�;� F+��� �+�;� G+�;�
� �+��� �+�F� ��+�F� ��+
F� ��+
F� ��+�F� �+�F�
� �+��� 
+��; �G+�G� ��+��; �
+;�� ��+��; �G+�G� 
+��;
F �+��� 
+�
F �;+
�� G�+�;G ��+F�; ��+F�; G�+�;G �;+
�� 
+�
F

�
 @�! ω0 = 100 �� *# � M!�!�� #�7$! ����7#"���A B = 20 �� *# ���� ���H��
67�"=�A ���%�$�&�$� #�7$�#��$� 6�%)��� H��(p) '$� �� H�#������7 �����&������ �ZZ�

H��(p) = H(p)
∣∣∣∣
p=

p2+ω2
0

Bp

=
1

p + a0

∣∣∣∣
p=

p2+ω2
0

Bp

=
Bp

p2 + a0Bp + ω2
0

=
20p

p2 + 20p + 1002
.

L��%��7 ���H�#����� B���"���!#�!"! ���%�$�&�$� ?I�������!�7 �' ���� ���H���
67�"=�E� H(p) = 1/(p+1) � #�7$�#��$� ���%�$�&�$� 6�%)��� �' M7"���� ���� ���H���
67�"=�E� H��(p) ��&� ��� �� �!#

�; @����&�����A ���� ���H��8 67�"=�8 H(p) ���%�$�&�$� #�7$�#��$� 6�%)��� 7 ���
�� ���H�7 67�"=�� H��(z) =!6��&�$� 6�%)��� ' �,#��E��+ &!"��!#��&7�H! ��%���,��
z������&�����A+ P� ��!'&� !�) '� '� ��!B H!#%�&!B '��H���AB a0, B, ω0, Td  � ��"�$�
��'7%)���71

H��(z) = H��(p)
∣∣∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

=
Bp

p2 + a0Bp + ω2
0

∣∣∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

=

=
2BTd(1 − z−1)(1 + z−1)

4(1 − z−1)2 + 2a0BTd(1 − z−1)(1 + z−1) + ω2
0T

2
d (1 + z−1)2

=

=
2BTd(1 − z−2)

(4 − 2a0BTd + ω2
0T

2
d )z−2 + 2(ω2

0T
2
d − 4)z−1 + 2a0BTd + ω2

0T
2
d

=

=
0, 628(1 − z−2)

3, 095 − 3, 066z−1 + 5, 839z−2
=

0, 203(1 − z−1)
1 − 0, 991z−1 + 1, 887z−2

.
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?� �#��&� =�E8 ���� ���H��8 67�"=�8 �H��(z)� =!6��&�$� #�7$�#��$� 6�%)��� ���!�
�7E�� ��'�!=�&� ��&�A��A 6�%)��7+ A"� &!"��!#��&7E�)#A ��! ���$�����, ���%�'�=�8
6�%)���1

y(n) = 0, 991y(n − 1) − 1, 887y(n − 2) + 0, 203x(n) − 0, 203x(n − 2); n = 0, N − 1.

������� �
 @���"�7&���A =!6��&�$� ��(�"�����$� �'�$��� (7&�%)��$�� 6�%)���
�!�7 O�����&����

N�, �!� 6�%)��� E �������!,  � #�7$�#��$� 6�%)��7+ ���7 ��'��B7�"! &!"��7��)#A
���%�$�H�� ��!"%� 7 �+ &� ��'�A�H!#) %!M� H�#����!� �����&�����A�+ A"� 7  ����7
��'� &!'��H�E�)#A �� �ZZ�+ � &!��'�� �ZZ�

������� �
 @���"�7&���A =!6��&�$� 6�%)��7 &��B��B H�#��� �' ��&��B&!%)�&��
67�"=�E� ���� �H�

D�%)�� &��B��B H�#��� ��E '� �%)�A�! ��"!� ��B��H�!� &!��$��1
�� =!"%�H�� H�#���� '��'7 fc = 1000 5=T
�� ����&�������#�) ���� �H� 7 #�7'� ����7#"���A f ∈ [fc,∞) &!'��H�E�)#A ��"#!�

��%)��� &�%!H!��� &� ��#��$� '$�#���A &!$%A 7 �ZZ� �  ���&��E Amax = 1  OT
G� ������%)�� '$�#���A 7 #�7'� '���!�7&���A �� H�#����B f2 ≤ 500 5=  ���&��E

δ2 = 10  OT
�� H�#����  !#"���!'�=�8 fd = 5000 5= �Td = 1/fd = 2 · 10−4c�
�����������
 J#"�%)"! ��B��H�� &!��$! &(� #6���7%)�&���+ ��H!��E�� ��'��B7�"!

' "��"7 � �%$��!��7 ���%�$�&�$� ������!�7+ &!'���H!+ P� 6�%)����! ' ��&��B&!%)�&��
H�#������ B��"���!#�!"�� E 6�%)�� I��!M�&�

�� D���7E�� ��B��H�� &!��$!  %A �����&���$� D?I+  %A H�$� &��B�&7E�� '� ���
7 G� �� �� '��H���A ������%)��$� '$�#���A �� H�#���! '��'71

ω′
2 =

ωc

ω2
=

2πfc

2πf2
=

103

0, 5 · 103
= 2�� *#.

J�(�+ &!��$��!  � ���%�$�&�$� �����&���$� D?I E1
�� H�#���� '��'7 ω′

c = 1 �� *#T
�� ��"#!��%)�� &� ��#�� '$�#���A 7 #�7'� ����7#"���A ω′ ∈ [0, 1] Amax = 1  OT
G� ������%)�� '$�#���A 7 #�7'� '���!�7&���A ω′ ∈ [ω′

c,∞) �� H�#����B ω′
2 ≥ 1, 25

�� *# ε2 = 10  O
�G @��M�� H��$�� '��, ��� '��H���A ��������� ε+ P� &!'��H�E &�%!H!�7 ����&�

�������#�� ���� �H� 7 #�7'� ����7#"���A+ &!"��!#��&7�H!  %A =)�$� 6���7%7

ε =
√

10Amax/10 − 1 =
√

101/10 − 1 =
√

1, 259 − 1 = 0, 509.

�!'��H�E�� ���A �" �����&���$� D?I I��!M�&� '� &�%!H!��� ε �� &�%!H!���
������%)��$� '$�#���A 7 #�7'� '���!�7&���A �� H�#���� ω′

21

n =

t]>e

(
1
ε

√
1 − 10−0,1δ

10−0,1δ

)

t]>eω′
2

= 1, 86 → n = 2.

�� �!'��H���A ���� ���H��8 67�"=�8 �����&���$� D?I I��!M�&� ��(�� &!"��
���!  &��� ��"!�! #��#����!1

�� J�H!#%���A� ��%�#�& pk ���� ���H��8 67�"=�8 H(p)+ A"� ��#�A�)#A 7 %�&�, ��%��
&!�� p��%�P!�! '$� �� ' 6���7%�� �ZZ�

�� @� ���A� ���� ���H��8 67�"=�8 H(p) �����&���$� D?I 7 &!$%A �

H(p) =
1

a0 + a1p + a2p2 + · · · + anpn
,



��� *� !�������� ���%���

)���� -�,� )������ *� S�����	��� &��8�
� 	��!���	�� ?0T T���4���2 δ = 1 ��

n p1,n p2,n−1 p3,n−2 p4,n−3 p5,n−4

� ��+F;

� ��+
�F±i�+�F

G ��+���±i�+F;; ��+�F�
� ��+���±i�+F�G ��+GG�±i�+���

 ��+��F±i�+FF� ��+�G�±i�+;�� ��+��F
; ��+�;�±i�+FFG ��+���±i�+��� ��+�G�±i�+�;;
� ��+��;±i�+FF
 ��+���±i�+�F� ��+��
±i�+��G ��+��

� ��+�G
±i�+FF; ��+���±i�+��
 ��+��F±i�+
;� ��+��;±i�+�F�
F ��+���±i�+FF� ��+���±i�+��� ��+���±i�+;
� ��+�
�±i�+G�; ��+�
F

)���� -�-� )������ ,� S���
�
1	�� &��
	�!� A(p) = pn + an−1p
n−1 + · · ·+ a1p + a0 	��!���	���

?0T T���4���

n a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

� �+F;

� �+��G �+�F�
G �+�F� �+�G� �+F��
� �+��; �+��G �+�
� �+F
G

 �+��G �+
�� �+F�� �+;�F �+FG�
; �+�;F �+G�� �+FGF �+��� �+FG� �+F�F
� �+�G� �+��� �+
�F �+G
� �+��F �+��; �+F�G
� �+��� �+��� �+��� �+��� �+�G� �+;

 �+��G �+F��
F �+��� �+��� �+��� �+��; �+��� �+G�� �+��� �+;�� �+F��

'��H���A "��6�=�E���& ak A"�8 &!'��H���)#A ' ���%�

�"��!#��E��#A  �7$!� #��#���� /�E��

H(p) =
1

p2 + a1p + a0
=

1
p2 + 1, 098p + 1, 103

.

�
 C���� ����� �����&��!�! =� ���� ���H�7 67�"=�� 7 ���� ���H�7 67�"=��
���%�$�&�$� D�I �' '� ���� H�#������ B���"���!#�!"�� '�  �����$�� H�#�����$�
�����&�����A �ZZ�1

H��(p) = H(p)
∣∣
p= ωc

p
=

1
(ωc/p)2 + 1, 098(ωc/p) + 1, 103

=

=
p2

1, 103p2 + 1, 098ωcp + ω2
c

∣∣∣∣
ωc=2π·103

=
p2

1, 103p2 + 2π · 1, 098 · 103p + 4π2 · 106
.

I�#����� B���"���!#�!"! ���!����$� �����&���$� D?I � ���%�$�&�$� D�I ��&��
 ��� �� �!#

�; @����&�����A ���%�$�&�$� D�I 7 =!6��&!, ' �,#��E�)#A �� �#��&� ��%���,��$�
z������&�����A

H��(z) = H��(p)
∣∣∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

=
p2

1, 103p2 + 2π · 1, 098 · 103p + 4π2 · 106

∣∣∣∣
p= 2

Td

1−z−1

1+z−1

=



*�'� 8���� �������)���5 ���������� ���%���� ���

=

4
T 2

d

(1 − z−1)2

(1 + z−1)2

1, 103
4

T 2
d

(1 − z−1)2

(1 + z−1)2
+ 2π · 1, 098 2

Td

1 − z−1

1 + z−1
+ 4π2 · 106

∣∣∣∣
Td=0,2·10−3

=

=
0, 457z−2 − 0, 914z−1 + 0, 457

0, 369z−2 − 0, 674z−1 + 1
.

�� Y"P� ����� #"��!#���!#A �������!� Z������&�����A�+ ��(�� �#��&� ������
�����$� ��&�A��A &B� 0&!B� #����"��&���$� 6�%)��� &!#�"!B H�#��� &!$%A 7

Y (z) = H(z)X(z),

 � X(z), Y (z) 0 Z�����'! &B� ��$� �� &!B� ��$� #!$��%�& &� ��&� ��+ ���!���! ��'�!=�&�
��&�A��A+ P� ��!#7E  ��!, =!6��&!, 6�%)��1

y(n) = 0, 674y(n−1)−0, 369y(n−2)+0, 457x(n)−0, 914x(n−1)+0, 457x(n−2); n = 0, N − 1.

'�'� ���	 ����� �������
���� �����
�� �	����	


�����"� ��'$%A���� ��A�� ���� ! ��'��B7�"7 =!6��&!B 6�%)���& A" �� '� ����7
"&� ���7 �� 7%A ���� ���H��8 67�"=�8+ ��" , 7 H�#�&�, ��%�#��

,�,��� '�(��%���� ��	����% 	
����
� �� �������� #���� ��������$��<
	����
<

?�B�, E ���� ���H�� 67�"=�A H(z) ��"7�#!&��$� =!6��&�$� 6�%)��� &!$%A 7

H(z) =

M−1∑
k=0

bkz
−k

N−1∑
k=0

akz−k

, �
����

P�  �'&�%AE '��!#��! "&� ��� �� 7%A H(z)

|H(z)|2 = H(z) · H(−z)
∣∣
z=eiωTd

A"

∣∣H (eiω
)∣∣2 =

M−1∑
k=0

bke
−iωkTd

M−1∑
k=0

bke
−iωkTd

N−1∑
k=0

(−1)kake−iωkTd

N−1∑
k=0

ake−iωkTd

. �
��
�

@�!"%� �� "&� ���� �� 7%A ���� ���H��8 67�"=�8+ P� ��! ���!,  %A 6�%)���=�8
�!(��B H�#���+ E

|H(eiωT )|2 =
[
1 +

tg2n(ωT/2)
tg2n(ωcT/2)

]−1

. �
��;�

Y"P� ��"%�#�! z = eiωT + �� &!��' �
��;� ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

|H(z)|2 =
tg2n(ωcT/2)

tg2n(ωcT/2)(−1)n[(z − 1)/(z + 1)]2n
. �
����

@�%�#! �
���� &� M7"7��)#A M%AB�� '���P���A & �
���� &!��'7

p =
z − 1
z + 1

, �
����



��� *� !�������� ���%���

'&� "! ��(�� ����"����!#)+ P� 2n ��%�#�& 67�"=�8 |H(p)|2 ��#�A�)#A ��&������� ��
"�%� �� �7#� tg2n(ωcT/2) & �%�P!�� p

��  �����$�� ��������$�  � �
���� �����&�����A

z =
1 + p

1 − p
�
��F�

%�$"� &� M7"7��)#A ��%�#! & �%�P!�� z
@�"%�&M! p = x + iy+ z = u + iv+ '��B� !��

u(x, y) =
1 − x2 − y2

(1 − x)2 + y2
; �
�
��

v(x, y) =
2y

(1 − x)2 + y2
. �
�
��

��%�+ �� A"��7 ��'��P7��)#A ��%�#! & �%�P!�� p+ '� �&�%)�AE ��&�A��A

x2 + y2 = tg2 ωcT

2
. �
�
��

N� "�%� &� ����(7E�)#A 7 "�%� & �%�P!�� z # "��� !�����!

uc =
1 + tg2 ωcT/2
1 − tg2 ωcT/2

= sec ωcT, vc = 0;

ρ =
2 tg ωcT/2

1 − tg2 ωcT/2
= tg ωcT.

�
�
G�

	%A ������!B n ��%�#! & p��%�P!�� ����) ��"� "��� !���! x �� y1

xm = tg ωcT/2 cos
mπ

n
,

ym = tg
ωcT

2
sin

mπ

n
; m = 0, 2n − 1.

�
�
��

	%A ����!B n ��%�#! & p��%�P!�� ����) ��"� "��� !���! x �� y1

xm = tg
ωcT

2
cos

2m + 1
2n

π,

ym = tg
ωcT

2
sin

2m + 1
n

π; m = 0, 2n − 1.
�
�

�

���� !���! &� ��&� �!B ��%�#�& & �%�P!�� z1

um =
2[1 − tg2(ωcT/2)]

1 − 2 tg(ωcT ) cos(mπ/n) + tg2(ωcT/2)
,

vm =
2 tg2(ωcT/2) sin(mπ/n)

1 − 2 tg(ωcT ) cos(mπ/n) + tg2(ωcT/2)
.

�
�
;�

Y"P� '����!�! mπ/n �� (2m+1)π/(2n)+ � ��(!�� �"&�&�%����� 6���7%!  %A ����
�!B n

��������

/	� �� &��8�� �� 	��
 �������� !����� &��������	�% ��	��
% ��� �
����� 	��	
� �������
��� !�1 �����		� 3 �� 	� ������
 #(-K � 
 �����		� 	� !�	4 	
� 20 �� 	� ������
 (KKK �� 0��� 
������� �����������
% ������1 #K 	�� G����� ������� #(-K � �
�&��
��1 �	���		8 ωcT = 45◦�
������� (KKK � �
�&��
��1 �	���		8 ωT = 72◦�

S������ !����� &��������	�% ��	��
% 5-�#,.6 &�� !�1 ������

|H(eiωT )|2 =
1

1 +
tg2n(ωT/2)

tg(π/8)

. 5-�#-B6



*�*� 
���� ����� ����������� �������� ���%���� ���

3������!� ωT = 72◦ 
 |H(eiωT )|2 = 0.01� � �
�&��
��1 �!��
 �����		� 	� (K ��� /�
���
n = 4�

Y"P� "&� ��� �� 7%A ���� ���H��8 67�"=�8 '� �E�)#A ��&�A��A�

|H(eiωT )|2 =
1

1 + ε2V 2
n

[
tg(ωT/2)
tg(ωcT/2)

] , �
�
��

�� ��%�#!  %A p = (z − 1)/(z + 1) ��#�A�)#A �� �%��#� & p��%�P!��+ A"!, ��E �� (
&%�#�!&�#��+ P� ,  %A 6�%)��� I��!M�&� �"%� �&� & �%�P!�� p

x = a tg
ωcT

2
cos θ, y = b tg

ωcT

2
sin θ. �
�
F�

����#�!&M! �
�
F� 7 �
�
��+�
�
��+ � ��(!��1

u =
2[1 − a tg ωcT/2 cos θ]

[1 − a tg(ωcT/2) cos θ]2 + b2 tg2(ωcT/2) sin2 θ
− 1;

v =
2b tg(ωcT/2) cos θ

[1 − a tg(ωcT/2) cos θ]2 + b2 tg2(ωcT/2) sin2 θ
.

�
�;��

,�,��� '�(��%���� ��	����% 	
����
� � $����
� �0����
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J#��%!&�#��  ��!B ���� �& E ��+ P� #!#���� ��&�A�)+ A"� #"%� ��� &� ��#�� "��6��
=�E���& 6�%)���+ �� ��(� �7�! ��'&�A'��� 7 A&��, 6���� C��7  %A ��M7"7 "��6�=�E���&
&!"��!#��&7��) �� H! ��M� ���=� 7�! ������'�=�8 &!�����$� "�!����A �%!')"�#�� M7"��
��8 �� '� ���8 B���"���!#�!" 6�%)���

?�,��M!����M!� E "�!����, #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"! �&� B!%���A� ��( ���
(���� �� M7"���� ���%��7 ���H�#�����8 B���"���!#�!"!"��! 6�%)���

?�B�, ���� ���H�� 67�"=�A H(z) =!6��&�$� 6�%)��� ��E &!$%A 

H(z) = A
K∏

k=1

1 + b1kz
−1 + b2kz

−2

1 + a1kz−1 + a2kz−2
, �
�;��

����� 6�%)�� #"%� �E�)#A ' ��#%� �&�� '�E ���!B %���" ��$� ���A "7 ' "��6�=�E����!
b1k+ b2k+ a1k+ a2k @�'��H!�� '� ��7 ���%��7 ���H�#����7 B���"���!#�!"7 H���' H∗(eiω)
?�B�, ωi+ �i = 1,M ) 0  !#"����� ��#%� �&��#�) '��H��) H�#���+ �� A"!B ��H!#%���)#A
&� B!%���A M7"���8 H(eiω) &� '� ���8 H∗(eiω) ���%��7 �!B B���"���!#�!" 6�%)���
C� � #��� �)�"&� ���!H�!, "�!����, �%!')"�#�� =!B B���"���!#�!" A" 67�"=�A �����
�����& 6�%)��� ��(� �7�! �� ��!, 7 &!$%A �

S(θ̄) =
M∑
i1

(|H(eiω)| − |H∗(eiω)|)2 , �
�;��

 � θ̄ 0 (4K + 1)�&!����!, &�"��� M7"��!B "��6�=�E���&

θ̄ = (b11, b21, a11, a21, . . . , b1K , b2K , a1K , a2K , A). �
�;G�

/�����'�=�A #7�! "&� ����& ��B!��" �
�;�� '&� !�)#A  � &� M7"���A ���!��%)��$� '���
H���A &�"���� θθθ∗+  %A A"�$�

S(θθθ∗) ≤ S(θθθ). �
�;��



��	 *� !�������� ���%���

N� '� �H7 ������'�=�8 ��(�� ��'&�A'��! � �!� ' ���� �& ��%���,��8 ���!��'�=�8
@�! &!"��!#����� ���� �& ���!��'�=�8  %A ��'��B7�"7 =!6��&!B 6�%)���& &��B�&7�

E�)#A ��&� ��"� ��%)"! ���%��7 ��8 B���"���!#�!"!+ ���7  �A"� ��%�#! ��� �7%� �����
 ���H��8 67�"=�8 6�%)��� ��#%A '�&��M���A ���=� 7�! ������'�=�8 ��(7�) ��!�!�!#A '�
��(��! � !�!H��$� "�%� z��%�P!�! � =)��7 ��'� ��(�� '����!�! ��%�# ' ��%A��!�!
"��� !�����! (ρ, ϕ)+ P� ��!�!&#A '� ��(��! � !�!H��$� "�%�+ �� ��%�# ' "��� !���
���! (1/ρ, ϕ)+ A"!, &(� ��#�!�!���)#A &#��� !�� � !�!H��$� "�%� L��%��7 �� B����
"���!#�!"� 6�%)��� '� ��"�8 '����! �� '���!�)#A+ �#"�%)"! ��%�# '����!�)#A �� ,�$�
 '��"�%)�� &� ����&(���A+ � #��,"�#�) 6�%)��� �7 � '���'��H��� L%� &��#%� �" =)��
$� '�A&%AE�)#A ��(%!&�#�) '�  �����$��  � ��"�&�$� ���%�'7 P� ��%)M� ���!��'7&��!
��������! 6�%)��� M%AB�� ������'�=�8 #7�! "&� ����& ��B!��"

C�"� #!�7�=�A '�A&%AE�)#A  �#!�) H�#��+ , 7 =!B &!�� "�B ���!��'�=�A ��E &!"��7�
&��!#A 7  &� ����!1

� �!"��!#����A ���=� 7� ���!��'�=�8  %A ������'�=�8 "�!����A (θθθ) ��' �7 )�A"!B
����(��) �� ��'��M7&���A ��%�#�& � �7%�& ���� ���H��8 67�"=�8 H(z) 6�%)��

� @� '�&��M���� ���=� 7�! ���!��'�=�8 ' �,#��E�)#A ��&���7&���A &#�B ��%�#�& ��
�7%�&+ A"� ��!�!%!#A '� ��(��! � !�!H��$� "�%� @�#%A =)�$� ��� �&(7E�)#A ���=� 7�
�� ���!��'�=�8 ' ����� &� M7"���A ��&!B '��H��) ���������& 6�%)���
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@��7%A���#�) =!6��&�8 �����"! '����(��) '� �#����� ��"! #����"� '��#%�+ ��!�
H��7 �#��%!&7 7&�$7 ��!&���7%! ��"� ����A�"! �����"!+ A" "� 7&���A+ &� ��&%���A
�� &! �%���A �'��" '����(��) �� 7&���A '����(��) '�'&!H�, ��&�A'7��) '� #������
�! ���� �H� '����(���A =!6��&�� ����(7� '&�A'"7 ��,��%)M �6�"�!&�!� #��#����
��'&!H�, ��! =)��7 &� M7"7��) ��(%!&�#�� #"����!�! "�%)"�#�) ����&+ A"� ��!#7��)
'����(���A+ , ��(�+ '���M!�! "�%)"�#�) ����&+ P� ����B� �� ���� ��! �� #!#���� '&�A'�
"7 �� �H� ��#��&��=�8 '����(���A &!�!"�E �� �+ "�%! A"�#�) '����(���A ��$��M���
����&�A�� �' A"�#�� ��!$���%�& 	%A ���� �& ��#��&��=�8 B���"�����+ P� &��! ��7��&�
%���)#A ��� ��A&��#�� ��������8 ��6����=�8+ ��� �� �%%� A&!P�+ P� &!"�!&%�E ��  �E
7  ���, #!#���� &� ����(���A

� A"�#�� ��(%!&!B ���E"��& =!6��&�8 �����"! ��(7�) ��'$%A ��!#A '����(���A+
P� � ��(7��)#A ��! "�#��H�!B �� ����� !H�!B  �#%� (���AB+ ����!#%�&� ����$���$���
�!+ 6���$��6�8 ��'&� 7&�%)��$� B���"���7+ '����(���A+ P� � ��(7��)#A & ��%�&�'�,�!B
#!#����B+ & ��6��H��&��!B #!#����B ��A��$� �$%A 7 � & �� ��%�"�����B ��H��$� �$%A 7
���� ��$�+ ���E"��� =!6��&�8 �����"! E H!#%���� &! ! #!����!H�!B '����(��)

�!'��H!�� ��#��&��=�� '����(��) A" &� ��&%���A '����(���A+ #��A��&��� �� ,�$�
���%!(���A  � &B� ��$� '����(���A ���!$���%�� � A"� ' �,#��E�)#A M%AB�� ��&��#�8 &!�
'��H���$� #���&�����$� A&!P� C�"� ��6����=�A ��(� �#�7&��! 7 &!$%A � ���%��!H�!B
��� #���!#�!H�!B �� �%�,+ ��� ( ��M!B �������!B &� ���#��,+ P� Q�7��7��)#A �� '���
��AB ���� ��!�7P���AB� ��� 6�'!H�7 #!#���7+ A"� ' �,#��E ���=�# &� ����(���A C��7
�#��%!&7 7&�$7 #%� ��! �%A�!  (���%�� &!"�!&%��) �� �� �%A�+ P� 8B ��!#7��)

�� �"���%�&���A� �'��" ��! =!6��&�, �����=� '����(��) ��'!&���) &!��� #��=!�
6�H�!B B���"���!#�!"+ P� &!��(���)  �A"� �#��%!&�#�� '����(���A+ ' ����� �� �%)�
M�$� ��'��'��&���A ����'�&+ "%�#!6�"�=�8+ ��!,�A��A ��M��) �� ����������=�8 �  �A"!B
��!"%� ���AB "��!#�� �'��"! ��(�� � ��(��! M%AB��  &�&!�����$� �����&�����A &B��
 ��$� '����(���A 7 ���#���+  � ��&� "��� !���! &!A&%A��)#A #���!#�!H�� ���M "����
%)�&��!�! ��( "��� !���! &B� ��$� '����(���A @���� 7 =)��7 ���#���� �' ���M &!�
��(���� "���%A=�E� ��(7�) �7�! &� �"���%��� �'��"!+ P� E ��%)M �6�"�!&�!�!  %A
=�%�, "%�#!6�"�=�8+ �#"�%)"! ��"���%)�&��� B���"���!#�!"! ������7��) ���M�8 ��'����
��#��  %A ��!#7 ��( "���%)�&���

O�%)M�#�) �� �%�,  %A ���%�'7 #!#��� �����"! '����(��) '�'&!H�, ����"#!�7�
��)#A '� ��!�7P���A 8B�)�8 %���,��#�� C�"� %���,�� �� �%) &� ����(���A+ �� #7��+
&!'��H�E B���"��� ��#��&�7&���A+ A"� ����B� ��  %A ��&��#�8 '����(��)+ ��" (�+ A" �
#��7"�7�7 #!#���! ���� �H� "� �&���$� '����(���A

	%A '�7H��#�� #��!,�A��A '����&� !�� ��'��H���A1 f(ξ, η) 0 ��!$���%+ g(x, y) 0



�	
 +� ���������� ���������

'����(���A+ h(x, y, ξ, η) 0 ���7%)#�� B���"���!#�!"�+ ��� 67�"=�A ��'#��&���A ��H"!
�D<C� '� ��!�7P���A+ P� #!#���� &� ����(���A E %���,��

O�'%�H ��'�!B ���� �&+ P� &!"��!#��&7��)#A  %A =!6��&�8 �����"! '����(��)+
��7��&!%! ��A&7 �!'"! �� �%�,+ P� &� ����(���) #����! ��#��&�7&��! '����(���A
M%AB�� �6�"�!&��8 ��&��#�8 A&!P�+ P� #���&���E ��! &� ����(���� ��!$���%7 ?�B�,
g(x, y) 0 '����(���A ��!$���%7 f(ξ, η)+ P� #���&����� ���������� H(x, y, ξ, η)+ ��" P�

g(x, y) =

+∞∫∫
−∞

f(ξ, η)h(x, y, ξ, η)dξdη. �;��

�!"�!&%���A & #!#���� ��!#7E�)#A ���7%)#��� B���"���!#�!"��+ ��� 67�"=�E� ��'#��
�&���A ��H"! h+ A"� 6�'!H�� &� ��&� �E &!B� 7 #!#���!+ "�%! �� 88 &B� �  �E  �%)���
67�"=�A+ ��� ��H"�&�  (���%� #&��%� Y"P� ��! '�� 7&���� �%�P!�! ��!$���%7 ��H"��
&!�  (���%�� &!$%A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! '����$�E�)#A ��'����!� �&!"%�H��H!
��%�(���A 7 �%�P!�� '����(���A�+ �� $�&��A�)+ P� #!#���� E ���#����&����&��������+
����� E ���#����&����&�������� 67�"=�A ��'#��&���A �@�D<C� �  �E #��&&� ��M���A

g(x, y) =

+∞∫∫
−∞

f(ξ, η)h(x − ξ, y − η)dξdη. �;��

.��"M� ��E�� #!#���7 �' ���#����&��'�%�(��� 67�"=�E� ��'#��&���A ��H"! �@�D<C�+
, ��(�+  �E &!��' �;�� � %���,���7 &!�� "7 f(ξ, η) �� g(x, y) ��(�� � ��(��! '�  ����
��$�� �����&�����A D7��E+ A"�  �'&�%AE &!'��H!�! ��&��#�� h & �;��+ &!"��!#��&7�H!
'&�A'�" �����&�����A D7��E �' '$���"�� C�"+ '� &� #7���#�� M7�7

Gf (u, v) = Hf (u, v)Ff (u, v), �;G�

 � Gf ,Hf , Ff 0 67��E�����'! 67�"=�, g+ h �� f &� ��&� ��+ ��!H��7  %A &!'��H���A
Ff (u, v) ����� ��%)"! &!"����! ��&��#�� Hf  @�! &!"��!#����� �� �%�, �' @�D<C �����
 ! �����&�����A D7��E '�#��#�&7&��! �� ��(��+ ���7  �&� !�)#A '�#��#�&7&��! ��%)M
7��&��#�%)�� � ��%)M ���7(�� ���� ! ��&��#�8

	%A ��&��#�8 ���B #!#��� H�#�� '�#��#�&7��)#A ��! �#��&�� %���,�� ���� !+ A"� ���
(�� ��'&��!

�� �������&����������&�!�+
�� �������&��� !#"����!� ��
&�  !#"������ !#"����!�
@�! ���M��7 ���� � &�#) ���=�# ��#��&��=�8 '����(���A ��'$%A �E�)#A A" �����

���&�!, �B�H� '��M��� &�� ��� ����� ' �,#��E�)#A A"  !#"����!,� @�!  �7$��7 �����
 � ���%�'7 &&�(�E�)#A+ P� ��!$���% E �������&�!,+ � '����(���A ��� #��&%��� 7 &!$%A �
&� %�"�&+ , ��(�+ E  !#"�����

?������&����������&�� �� �%) ��!#7E�)#A #��&&� ��M���A� �;��+ �������&��� !#"�����
�� �%)1

gi(x, y) =

+∞∫∫
−∞

hi(ξ, η)f(ξ, η)dξdη, i = 1, N2, �;��

 !#"������ !#"����� �� �%)1
g = [H]f . �;
�

� �������&��� !#"�����, �� �%� ��E�)#A �� 7&�'�+ P� ��!$���% E �������&�!, ��#"�%)�
"! &�� E ���E"� ���%)��$� #&��7�+ �  ��H!"+ P� 6���7E '����(���A E  !#"����!, �' N2

&� %�"��! C����+ � ��(7E�� N2 #"�%A��!B '��H��) gi , ��(�+ N2 67�"=�, ��'#��&���A
��H"! h(ξ, η)



+��� 3���� �	�

�  !#"������ !#"�����, �� �%� &&�(�E�)#A+ P� A" ��!$���% f + ��" � '����(���A g
��� #��&%��� 7 &!$%A � N2 � ��&!����!B &�"����& N� &�"���! ��(7�) �7�! 7�&�����
M%AB�� ��#���&�$� #"��7&���A  &�&!����!B 67�"=�, ��� '�  �����$��  �A"�$� ��M�$�
���� 7 ��'$���"!+ A"!,  �'&�%AE � ��(��! &#� N2 &� %�"�& �  ����7 ��'� H��!�)�B&!�
����� 67�"=�A h(ξ, η, x, y) M%AB�� ��#���&�$� #"��7&���A �����&���E�)#A 7  &�&!����7
����!=�+ P� ��E ��'��� N2 × N2

Y"P� A&!P�+ P� &!"�!&%�E+ ��(�� ��� #��&!�! �� �%%�+ P� ��' �%AE+ �� �;
�
��(�� '����!�! &!��'��

[G] = [A][F ][B], �;;�

 � [F ] 0  !#"���!'�&��!, &������ ��!$���%7+ [G] 0  !#"���!'�&��!, &������ '����(���A+
[A]+ [B] 0 #��&��=) �� �A �" &� ��&� ��+ P� &!��(���) &!"�!&%���A ��!$���%7 C�"!�
H!���+ &#� ����!=� & �;;� ����) ��'��� N × N + P� #7��E&� #���P7E ��H!#%���A

(��� 9������+�� �������
�����

-����� 2����������� (�0��+��� � ������������#� 0�(��


?�B�, ����!=A [G] 0  !#"���!'�&��� �� "&����&��� '����(���A+ ��! =)��7 i�,
�A �" �� j�#��&��=) ����!=� &� ��&� ���) ���#����&!� "��� !����� x �� y '����(���A
g(x, y) C�"!� H!���+ ��(�� '��!#��!

[G] = SQ{g(x, y)}, �;��

 � ��%���,�!, �������� SQ{. . . } &!��(�E  ��  !#"���!'����� �� "&����&���%A ?�B�,
[G] ��E ��'��� N × N 

�'�$�%)���� %���,�� �����&�����A ����!=� '����(���A [G]+ P� E ��' �%!��+ ��(��
'��!#��! 7 &!$%A �

[ααα] = [U ]T [G][V ], �;��

 � [ααα] 0 '����(���A+ P� � ��(7E�)#A &��#%� �" 7�������$� �����&�����A+ [U ] �� [V ] 0
7������� ��������! ��������#�) [U ] �� [V ] �'��H�E+ P�

[U ][U ]T = [E], [V ]T [V ] = [E]. �;F�

�&� #!+ �����&�����A+ P� E ��������  � �;��+ ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

[G] = [U ][ααα][V ]T , �;���

Y"P� ��'"�!�! ��'��H���A U �� V 1

[U ] = [u1,u2, . . . ,uN ], [V ] = [v1,v2, . . . ,vN ], �;���

 � uk+ vk 0 &�"���!+ 7�&����� �' #��&�=�& ����!=)+ �� � ��(!��

G = [u1,u2, . . . ,uN ][ααα][v1,v2, . . . ,vN ]T , �;���

�&� #! &!��"�E+ P�

G =
N∑

k=1

N∑
j=1

αkjukvT
j , �;�G�

��&��M��,  ��7��" ukvT
j ��(�� ���"�7&��! A" ['����(���AS+ ��( #7�� '� &#���

"������=�A�! '�&��M��B  ��7�"�& �' &� ��&� �!�! &�$��! αkj &� �&���E &B� �� '�����
(���A G 	%A  �A"!B &! �& �����&����) ��"!, �� B�  �'&�%AE �� ��! '�7H�7 ������
�����=�� ����"#!��=�, �' '����(���A� �����!B "��6�=�E���&

� A"�#�� $��6�H��8 ����������=�8 =)�$� ���=�#7 ��'$%A���� ��!"%� �� �!# ������
(���A G ��'"%� �E�)#A �� #7�7 N2 ����!=) ���$7 � �' &� ��&� �!�! "��6�=�E����!



�	� +� ���������� ���������

αkj /���!=� ���$7 � A&%A��) #����  &�&!����� ��'!#�� '����(���A+ ��!"%� ��! A"!B
#%7$7��) ��!$�������!H�� 67�"=�8  %A ��'"%� ���A '� D7��E �� ������� 67�"=�8  %A
��'"%� ���A '� ��%M��

�!��� �����&����)+ P� &!��(���)#A ����!=A�! U �� V + E =�%"��  �&�%)�!, N�
����!=� ��(�� &!�!���! A" �' � �!B+ ��" , �' ��'�!B ��'!#�!B 67�"=�, ?���!"%� +
����!=A U ��(� �7�! #"%� ��� �' 67�"=�, ��%M�+ � V 0 �' 67�"=�, D7��E+ ����� #!�
�7#�& �� "�#!�7#�& � =)��7 &!�� "7 #��&�=� ����!=� '����(���A ��'"%� ���)#A 7 �A 
'� 67�"=�A�! ��%M� ���A��"7��!� 67�"=�A��+ � �A "! 0 7 �A '� "���%�"#�!�! �"#�
��������! �#!�7#��! �� "�#!�7#��!�

Y"P� ααα 0  ��$���%)�� ����!=A ���$7 R ������ A"P� & ααα E %!M� R  � ���!B  ��$��
��%)�!B �%������&�+ ��

G =
R∑

k=1

αkukvT
k , �;���

�!��' �;��� ��(�� ���������7&��! A" ��'"%� ���A '� &%�#�!�! '��H���A�!

G = U
√

ΛΛΛV T , �;�
�

��

GGT = UΛΛΛUT , GT G = V ΛΛΛV T , �;�;�

 � ΛΛΛ 0  ��$���%)�� ����!=A &%�#�!B '��H��) GGT + #��&�=� U 0 &%�#�� &�"���! ����!=�
GGT + #��&�=� V 0 &%�#�� &�"���! ����!=� GT G �!�����A �� "&� �����#�) GGT �� GT G
$�����7��)  �,#��#�) λk �� ����$���%)��#�) ���(!�! &%�#�!B &�"����& {uk} � {vk}

(�"� /���
���� &�3��;���

/���� "� 7&���A '����(��) E �6�"�!&�� #"���H���A "�%)"�#�� ����&+ P� ����B��
 ��  %A ��� #��&%���A '����(���A+ , '����(���A ��! =)��7  �A"�$� ��&�A &���$� ��#��
&� ��&%���A "� �&���$� '����(���A &� ��#�� &B� ��$� '����(���A .#�7��)  &� '�$�%)�
�!B �� B� !+ � !� ' A"!B �B��%�E ���� "� 7&���A '����(���A 7 &B� ��, ����#����&�,�
��%�#��+ � ��M!, 0 7 �����&�����, ��%�#�� @��#����&� ���� ! ��(�� ��� #��&!�! A"
���� ! "� 7&���A  &�&!����!B �����&����) '����(���A

-����� 2��������� �������� (�0��+���

	%A (n × n)����� ��H7&�H� � ��(7E�� 7 #���� (i, j) ��'�!=� Δi,j 7 &!$%A �

Δi,j = gi,j −
n∑

k=1

pk,0gi−k,j − p0,lgi,j−l +
n∑

k=1

n∑
l=1

pk,lgi−k,j−l, �;���

A"� ����� "� 7E�)#A �� ���� �E�)#A @�!  !6����=��%)��, ���7%)#���"� �&�, �� 7%A�
=�8 �	.�/�+ P� �� E ��' �%!��+ 7 ��A&��#�� ��E�� n2 + 2n "��6�=�E���& ���� ��H7&�H�
pk,l � &� ��&� �� n2

2n #�7����& #&��� ! ���� ��H7&�H� I�#�� ��"!, ���� ��H7&�H ��'!�
&���) ���� ��H7&�H�� n2

2n�$� ���A "7 � &!�� "7  !6����=��%)��8 ���7%)#���"� �&�8
�� 7%A=�8+ P� E ��' �%!��+ ���� ��H���A &� %�"7 gi,j  �E ��'�!=�

Δi,j = gi,j −
n∑

k=1

pkgi−k,j − qlgi,j−l +
n∑

k=1

n∑
l=1

pkqlgi−k,j−l, �;���

� &! ��+ P� �7� &!"��!#��&7��)#A %!M� 2n #�7����& #&��� ! ����� ��H7&�H 2n�$� ���A �
"7� � ��'�+ "�%! '����(���A ��E #���!#�!"7+ P� ��' �%AE�)#A+ ���� ��H7&�H ��!#7E�)#A



+�&� 0�������� )� ��:�% �	�

 &��� ��!"7��!�! ����!=A�!1

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
−q1 1
−q2 −q1 1
 1

−qn · · · −q2 −q1 1
   · · · ·

−qn · · · −q2 −q1 1
−qn · · · −q2 −q1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�;�F�

 %A ���� ��H���A '� #��&�=A�! ��

P T =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −p1 −p2 . . . −pn

1 −p1 . . . ·
1 −p1 . . . ·

1 −p1 . . . ·
1 −p1 . . . −pn

   · −p2 ·
1 −p1 −p2

1 −p1

1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�;���

 %A ���� ��H���A�! '� �A "��! � =)��7 ��'� ��'�!=�&� '����(���A Δ ��!,��E &!$%A 

Δ = Q G P T , �;���

, #��� &��� "� 7E�)#A �� ���� �E�)#A �� "���%7 � =)��7 ��&�A��� '��� ! #���P���A �!
�� &��B�&7E�� ��(�&� 7��&! @��� ��H7&�H+ P� E ��' �%!�!,  %A 	.�/  �E � �"&���!,
��'7%)���+ "�%! '����(���A &!A&%A��)#A #���!#�!H�� ��' �%!�!� �� ��!#7��)#A $��!�
'����%)��� �� &���!"�%)��� "�&����=�,�!�! ����!=A�! /� �%� ��"!B #!#��� ��(7�)
��#�!�! 7 #��� ���"�&#)"� ���=�#! n�$� ���A "7 7  &�B &!����B �����(���A Δ ��!,��E
6���7 ����!=� ��"���%)�&��!B &� %�"�&+ A"� ��(� �7�! '�"� �&��� ��%)M �6�"�!&��+
��( ����!=A G &B� �!B "���%)�&��!B &� %�"�& ��%������& '����(���A�

-����� �������� (�0��+��� (� ����#���7 �����������

5�%�&�� ���� "� 7&���A '����(��) '�  �����$�� �����&����) ��%A$�E 7 ����&� ���
�� '����(���A 7  �A"7 6���7+ P� E �����!��+ ��%)M '�7H�7  %A '�#��#7&���A &!'��H��
�!B ���� �& "� 7&���A @�! =)��7 '�'&!H�, � ��(7��)  ��� '� '���M���� "���%A=�E�+
��( 7 �%������& &B� ��$� '����(���A+ , ���=�# #"���H���A #�7$! H�#��� #��E ��"!�+
P� ���%�'7E�)#A '�  �����$�� "� ���& ��' ����A��+ P�  ���) 7 �����&�����, ��%�#�� @� 
H�# ���%�'7 '����(��) H�#�� &!B� A�) '� #���!#�!H�!B B���"���!#�!"  �7$�$� ���A �
"7 �� ��!�7P���A ��� #��=�������#�)+ �  %A ��!#7 &� ��&� �!B ���=�#�& "��!#�7��)#A
"�&����=�,�!�! ����!=A�!

<�'$%A���� �� B�  � "� 7&���A '����(��)+ A"!, &��B�&7E 8B�� #���!#�!"7 �� �����
��'7E #��� �)�"&� ���!H�7 ��B!�"7  %A #��=������!B '����(��)+ P� ��� #��&%AE�)#A
"%�#�� �����&����) ���7����09��&� C�"� �����&�����A ��'!&���)#A ��'"%� ���A�
'� $�%�&�!�! "����������! ��� 6�"����!� ���%�'�� C7� &!"��!#��&7E�)#A  � ��"�&�
��!�7P���A ��� ��' �%!��#�) #��=������!B B���"���!#�!"  �7$�$� ���A "7

�!��'  %A #��� �)�"&� ���!H��8 ��B!�"!+ P� ������'7E�)#A+ '��!#7E�)#A 7 &!$%A �

M{‖G − GK‖2}, �;���



�	� +� ���������� ���������

 � M{. . . } 0  &�&!����!, ��' �%!�!, �������� �������!H��$� #�� �&���A+ A"!, 7#��
�� ��E ��' �%!�� #���!#�!H�� B���"���!#�!"!+ P� ��!#7��)  ��!, �!� '����(���A
�� ��!�7P���A ��� ��' �%!��#�) &!�%!&�E &!��$�+ P�� #���!#�!H�� B���"���!#�!"! ��
$��!'����%� �� &���!"�%� �7%! ��' �%!�!�! �A"� �� ���&�A'"�&� &!"��7E�)#A� ��&�����
=�,�� ����!=�+ A"� ��!#7��) �A "�&� �� #��&�=�&� #���!#�!H�� B���"���!#�!"!+ &!��(��
��)#A &� ��&� �� A" Φx �� Φy Y"P�  %A "%�#7 '����(��)+ P� ��'$%A �E�)#A+ #���& (7�
E�)#A ��' �%!�� �� �%)+ �� #%7M�� ��H!#%�&��! &%�#�� &�"���! "�&����=�,��8 ����!=�
�P� &!"��7E�)#A � !� ��'� '�  �����$�� ��H!#%�&�%)��8 #!#���!+ A"� &�  �%��� &� 
 (���%� '����(���A �� ���� �&�H� C�"!� H!���+

Φx = Ex Λx ET
x , �;�G�

Φy = Ey Λy ET
y , �;���

 � Ex+ Ey 0 ����$���%)�� ����!=�+  %A &!'��H���A A"!B ����� ��!�%!'�� N3 ��H!�
#%��) Λx+ Λy 0  ��$���%)�� ����!=�+ �%�������! A"!B E &%�#�� '��H���A "�&����=�,�!B
����!=)

� =)��7 ��'� E ��(%!&�#�) ���%�'7&��! ������7��� ��'"%� ���A '����(���A G ��
"��6�=�E��! ��'"%� ���A+ P� &!'��H���)#A A"

ααα = ET
x GEy �;�
�

7  (���%� '����(���A ��� ���� �&�H� 	%A =�E8 ���=� 7�! ����B� �� &!"�����A 2N3

��!6���!H�!B �����=�,+ P�  �E �"������ 7  &� ��'! ����&�A�� �' ���� �� <�� 7 ��'�
��B7�"7 �� � �� '����(���A

��(%!&� �� "��#%!�!+ P�  &�&!����� �����&�����A ���7����09��&� �;�
�  �E 7
��'7%)���� ��&�7 ����!=� ααα+ �%�����! A"�8 E ��"�+ P� 7 #��� �)��7 ��,��%)M� H�#�!��
����$�8 '����(���A '�#��� (��� 7 ��,���M�, "�%)"�#�� "��6�=�E���& αij

/� �%�+ P� &!"��!#��&7��)#A  %A ��!#7 ��' �%!�!B #��=������!B ���=�#�&+ A"�
����) ��#=� ��! $����7&���� '����(��)+ H�#�� &!'��H���)#A ���"�&#)"!�! %��=�$��
�! � =)��7 &!�� "7 "�&����=�,�� ����!=� Φx+ Φy E ���%�=�&!�! ����!=A�! , ����)

�%�����! Φxij = ρ
|i−j|
x �� Φyij = ρ

|i−j|
y  J#"�%)"! ��"� ����!=� �����&�����)#A 7  ��$��

��%)�� '�  �����$�� "�#!�7#�& ��� #!�7#�& &� ��&� ��8 H�#���! �� 6�'!+  %A  !#"�����8
����"#!��=�8 ��'"%� ���A =)�$� �!�7 ��,��%)M '�7H�!� E "�#!�7#�� �����&�����A

ααα = [cos]T G[cos]. �;�;�

 � ��"�&� ����&�$� =)�$� �����&�����A ��%A$�E 7 ��A&��#�� M&! "�$� �%$��!��7 ���
�%�'�=�8 �2N2 log2 N �����=�, '���#�) 2N3�+ � ��"�( 7 ���7+ P� �7� ���� ������! 7
��'"%� ���� '� &%�#�!�! '��H���A�! ��#!�7#�� �����&�����A �� &!"��7E ��H��8  ��$��
��%�'�=�8  !#"�����$� ���"�&#)"�$� ���=�#7+ �%� �"#���!�����%)�� ����&��"� ��"�'�%�+
P� ��'7%)��� E  �#!�) �%!')"!�  � #���!#�!H��$� ���!�7�7 ���7����09��&�

Y"P� ���"�&#)"� �� �%) ��  �E '� �&�%)��$� ���!�7�7 #���!#�!H�!B B���"���!�
#�!" ���=�#7 $����7&���A '����(��)+ �%� ��!�7P���A P� � #��=�������#�� '�%!M�E�
�)#A & #!%�+ �� Φx �� Φy '����$�E 6���7 ���%�=�&!B ����!=)

��#��#�&7E�)#A ��"�( #B��� "� 7&���A+ A"� ��E ��'&7 $���! ��8+ �#"�%)"! & ��,
&!"��!#��&7��) ���� ! "� 7&���A A" 7 &B� ��,+ ��" , 7 �����&�����, ��%�#�AB ��"���
��+ '����(���A #��H��"7 �� ���A "�&7��) � ��&!������7 7��������7 �����&������
�"�#!�7#���7+ D7��E+ ��%M� ��P�� 7 ����A�"7 �A "�&+ � ����� ���!���� � ��&!�����
"��6�=�E��! �����&�����A "� 7��) ���� �� 	.�/ '� �����&����!�! �A "��! ��'&!�
H�, $���! �� ���� ! '�#��#�&7��)  %A '��%)M���A M&! "�#�� �����!+ � ��"�(  %A ��$�+
P��  �#A$�! '���M���A ��#A$7 ��%� ����A �� ��#�"�#�� ����A�� ��& A"! '�#��#7&����
��"!B ���� �& #��E ��(%!&!� ' �,#����A 7 ���%)���7 ���!%� H�#7 #!#���! #�!#"���A ���
%�&�'�,��$� #��"��7+ ��!H��7 �������� %!M� nN "�����" ����A�� �n 0 ���A �" ���� ���
H7&�H�� I!#%� ����B� �!B ��H!#%�&�%)�!B �����=�, #"���H7E�)#A  � N2 log2 N +nN2+
& ��, H�# A"  %A M&! "�$�  &�&!�����$� �����&�����A &��� #"%� �E 2N2 log2 N 



+�'� !����������� ��������� �	�

(�$� �����
��
���� ����	����

	!#"������ !#"����!, &������ �� �%� ��E &!$%A 

g = [H]f . �;���

N�, �� �%� 7 �������&����������&���7 &!$%A � &� ��&� �E

g(x, y) =

+∞∫∫
−∞

f(ξ, η)h(x, y, ξ, η)dξdη. �;���

�7���#�) ��#��&�7&���A ��!$���%7 ��%A$�E 7 #����� &!"����! ��&��#�� '����(��)+
A"� &��#A�)#A 7 ��!$���% f(ξ, η) #!#����� &� ����(���A

�����&� !�� H��!�! ��!�7P���A+ A"� #��#7��)#A ���7%)#��8 B���"���!#�!"! h(x, y, ξ, η)+
����� �=��!�� &�%!& =!B ��!�7P��) ��  &�&!����� �����&�����A �� ��&��#�� ��&�A'��!B
�' =!�! ��!�7P���A�! A&!P @���%�H!�� =� ��!�7P���A 7 ���A "7 8B�)�8 #"%� ��#��1

�� <�' �%!�� ���#����&����&�������� 67�"=�A ��'#��&���A ��H"! �<@.D<C�

h(x, y, ξ, η) = a(x − ξ)b(y − η). �;�F�

�� <�' �%!�� ���#����&��'�%�(�� 67�"=�A ��'#��&���A ��H"! �<@�D<C�

h(x, y, ξ, η) = a(x, ξ)b(y, η). �;G��

&� ?���' �%!�� ���#����&����&�������� 67�"=�A ��'#��&���A ��H"! �?@.D<C�

h(x, y, ξ, η) = h(x − ξ, y − η). �;G��

$� ?���' �%!�� ���#����&��'�%�(�� 67�"=�A ��'#��&���A ��H"! �?@�D<C�

h(x, y, ξ, η) = h(x, ξ, y, η). �;G��

� A"�#�� ��#��7�����  %A &!"�����A ���=�#�& ��#��&��=�8 &!"��!#��&7E�)#A �%$��
��� ����!=) �� '�&��M��B  ��7�"�&+ ��!H��7  � ����!=� 67�"=�8 ��'#��&���A ��H"!
[H] & �;��� �� ��� �A&%AE�)#A �7 )�A"!B �#��%!&!B &!��$ O7 ��� &!B� !�! ' ��$�+ P�
&� ��!, ���%��!H�!, &!��' [H] � ����� &� ��&!�! f  @�! ���"�!H��, ���%�'�=�8 �� ��
%� '�7H��+ P�� #!#���� &� ����(���A '����$�%� ��'������ ����$�� '����(���A L%�
�#"�%)"! #"�%A��� �%�����! f �� g #��� A&%A��)#A  �A"!�! �����! ����$�8+ �� ��E��

N2∑
i=1

fi =
N2∑
i=1

gi. �;GG�

� ��M�$� ��"7+ ���7%)# ����  �%)���67�"=�A 0 ��H"�&�  (���%� #&��%��+ P� ��'��M�&��
�!, �7 )� � & f + &��#!�) & g "�%)"�#�) ����$�8+ P� �� '�%�(!�) &� ,�$� ��'��M7&���A &
f  J�(�+ �! ��!#7E�� #!#���7 �' � !�!H�!� �� #!%�&���A�1

N2∑
i=1

hij , j = 1, N2. �;G��

���� ��$�+ ��!�� � ��!#���8&+ P� E H7�%!&�  � ����$�8+ ��"�+ P� &��! 7�&�����) ��%)"!
��&� �E��� &�%!H!�!+ ��(

fi ≥ 0, gi ≥ 0, hij ≥ 0. �;G
�

J#"�%)"! ����!=A [H] ��&� �E���+ �� �7 � ���%������� ��&� �E��!� � &!��'

[H1] =
√

λiuivT
i . �;G;�



���&�� �

� # �������$� ��#$ %� � ����'��

*��� #
�
�	��	 ��������	 �������

	&�&!����!,  !#"����!, #!$��% ���� ��#%� �&��#�)+ ��#!&� 0 =� 67�"=�A+ P� &!�
'��H��� �� #7"7���#�� 7���A "�&��!B ��� =�%!B H!#�% J"���� �%�����! ��#%� �&��#��
�7 ��� ��'!&��! &� %�"��! C� � x(n1, n2) E &� %�" ��#%� �&��#��

x(n1, n2), −∞ < n1, n2 < ∞ ����

7 ��H=� (n1, n2) ���H���A &� %�"�& ��(7�) �7�!  �,#�!�! ��� "���%�"#�!�! Y"P� n1 ��
n2 &&�(��! '����!�! &�%!H!���!+ �� &!��' x(n1, n2) ��(�� ��'$%A ��! A" ��'��H���A
7#�E8 ��#%� �&��#��

�� ��&� ��  � ��&� ���$� &!'��H���A  &�&!����� ��#%� �&��#�� ����) ��#"��H���
�7 ����A(��#�)+ �#"�%)"! n1 �� n2 ��(7�) ��!,���! �7 )�A"� =�%�H!#%�&� '��H���A
L%� �� ���"�!=�  %A ��%)M�#��  &�&!����!B ��#%� �&��#��, '��H���A &� %�"�& &� ���
��%)"! 7 #"��H����, ��%�#�� �%�P!�! (n1, n2) ?���!"%� + ��! #"��7&���� H�������%�8
6���$��6�8 '� 88 ��(��! &� %�"! �� ���7�)#A ����#�) ��$�+ P�� ����(7&��! ��%�#�)
&!'��H���A ��"�8  &�&!�����8 ��#%� �&��#��+ �! �7 ��� &&�(��!+ P� &#� '��H���A &� �
%�"�& '� ��(��! &!'��H���8 ��%�#��  ���&����) �7%� -�H� ��%)M ���&!%)�!� �7%� �
��'$%A ��! ��"�( , ��M� ��(%!&� #��#��!  �&!'��H���A+ ����!"%� +  �&!'��H���A #!�
$��%7 ����!� �� �&(���A�+ A"� ��  �E ��'�!&�& 7 '��H���AB #!$��%7 �� ��(�B ��%�#��
&!'��H���A

1����� *��
 ���0���
 ����
�������


	�A"� ��#%� �&��#�� E ��#��%)"! &�(%!&�+ P� 8B ��'��H!%! #��=��%)�!�! #!�&�%��
�! 	� �!B ��%�(!�)  &�&!����!, �����#��) �	��	� J !�!H�!, ���7%)# &!'��H�E�)#A
��"!� H!���1

δ(n1, n2) =

{
1 ��! n1 = n2 = 0,
0 7 ��M�� &!�� "�&

����

Y"P� &!'��H!�! � ��&!����!, � !�!H�!, ���7%)# A"

δ(n) =

{
1 ��! n = 0,
0 ��! n �= 0

��G�

��  &�&!����!, � !�!H�!, ���7%)# ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �  ��7�"7  &�B � ��&!����
�!B � !�!H�!B ���7%)#�&

δ(n1, n2) = δ(n1)δ(n2). ����

?� �!# �� ��&� ��� $��6�H�� ��� #��&%���A  &�&!�����$� � !�!H��$� ���7%)#7 ?�
�)��7 ��'��H��� &�%!"�� ��H"�� &� %�" �' '��H���A� � !�+ ��%�� ��H"�� 0 &� %�"! �'
�7%)�&!�! '��H���A�!
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"��� B�#� 3������� �����!
�	�� �
	
 	�� 
!&����
�

	&�&!����!, �	�	)��) 	������ 0 =� ��#%� �&��#�)+ A"� ��E #��%� '��H���A 7 � ���7
����A�"7 �� ���7%)#�� 0 7 ��M��7 @�#%� �&��#��

x(n1, n2) = δ(n1). ��
�

��
y(n1, n2) = δ(n2). ��;�

E ��!"%� ! %���,�!B ���7%)#�& ��!# ���� ��H�&! )+  %A M �&!�����$� &!�� "7 ��(��
&!'��H!�! �� ��%)"! M �&!����� � !�!H�� ���7%)#!+ � , M �&!����� %���,�� ���7%)#!+
M �&!����� �%�#"�#�� ���7%)#! ��P�

.�M�� �#��%!&�� ��#%� �&��#�� E  &�&!����!, �����#��) +����� u(n1, n2)+ A"!,
��&� ��� �� �!# ��

_���%) &!'��H�E�)#A ��"!� H!���1

u(n1, n2) =

{
1 ��! n1 ≥ 0 �� n2 ≥ 0,
0 7 ��M�� &!�� "�&

����

/�(�� ��"�( ��'$%A ��! u(n1, n2) A"  ��7��"

u(n1, n2) = u(n1)u(n2), ����

& A"��7

u(n) =

{
1 ��! n ≥ 0
0 ��! n < 0

��F�

A&%AE #���� � ��&!����!, � !�!H�!, P���%) 	&�&!����!, � !�!H�!, P���%) &� ���
'�AE�)#A &� �7%A & � ���7 "&� ����� (n1, n2)��%�P!�!

C�������	)�	 ����	�������	 &!'��H���)#A ��"!� H!���1

x(n1, n2) = an1bn2, −∞ < n1, n2 < ∞, �����

 � a �� b 0 "���%�"#�� H!#%� Y"P� ��#�%���� '��H���A a �� b  ���&����) � !�!=�+ 8B
��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

a = eiω1 ; b = eiω2 .



�		 -� ;������������ ������� �� ������

"��� B�(� �����!
�	� ���	��	� �����

� =)��7 &!�� "7 �"#�����=�,�� ��#%� �&��#�) #��E "���%�"#��� #!�7#�8 �%)��� ��#%��
 �&��#��1

x(n1, n2) = eiω1n1+iω2n2) = cos(ω1n1 + ω2n2) + i sin(ω1n1 + ω2n2). �����

R"#�����=�,�� ��#%� �&��#�� A&%A��) #���� &%�#�� 67�"=�8  &�&!����!B %���,�!B #!�
#���+ P� ��&��������  � '#7&7

1����� '�(�
��#
 ����
�������


J#��%!&� ��#%� �&��#��+ P� ��'$%A�7�� &!P�+ ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A �

x(n1, n2) = x1(n1)x2(n2). �����

O7 )�A"7 ��#%� �&��#�)+ A"7 ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A �  ��7�"7 � ��&!����!B ���
#%� �&��#��,+ ��'!&���) ����	����" ?�'&�(��H! �� ��+ P� #��� #!$��%�&+ A"� ����)
��#=� �� ���"�!=�+ %!M�  �A"� ' �!B &!A&%A��)#A ��' �%!�!�!+ �7 )�A"7  &�&!����7
���(!�7 '� #"��H���!� H!#%�� ���7%)�&!B &� %�"�& ��(�� '��!#��! 7 &!$%A � #7�!
#"��H����8 "�%)"�#�� ��' �%!�!B ��#%� �&��#��,1

x(n1, n2) =
N∑

i=1

xi1(n1)xi2(n2), ���G�

 � N 0 "�%)"�#�) ���7%)�&!B �A "�& ��� #��&�=�&
<�' �%!�� ��#%� �&��#�� 7#��M�� &!"��!#��&7��) 7 A"�#�� ��#��&!B &B� �!B #!$���

%�&  %A �=��"! B���"���!#�!" �� ��%�$� (7&���A �"#���!�����%)�!B #!#���
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1����� 2���
�������
 ��
�$���< ����+����


.�M!� &�(%!&!� "%�#��  !#"����!B #!$��%�& E  &�&!����� ��#%� �&��#�� #"��H���8
����A(��#�� C����� [#"��H��� ����A(��#�)S �'��H�E+ P� =� #!$��%!  ���&����) �7%�
��'� ��%�#�� #"��H����8 ����A(��#�� & (n1, n2)��%�P!�� NA ��%�#�) ��'!&�E�)#A ����(
��" ������" #!$��%� J ��E� �' �!��&!B ��#%� �&��#��, #"��H����8 ����A(��#��+ P�
'����(��� �� �!# �G+ &� ��'�AE�)#A &� �7%A ��%)"! &#��� !�� ��A��"7��!"�

0 ≤ n1 < N2, 0 ≤ n2 < N2. �����

"��� B�*� 3���
���	
��� ��
	��		�% &�����	���
 
� �&��	�8 ������8 &��!����	�% ���!�

I�#�� ��(�� #���#�!�! ��� #��&%���A ��#%� �&��#�� �' ������� ��%�#�� ������
&!%)��8 6���!+ � ��"�( �����=�8 �� ���+ A"P� &"%�H!�! 88 �����7 ��%�#�) &#��� !��
��A��"7���8 ��%�#�� ��%)M�$� ��'���7

1���&� 2��
���$�
 ����
�������


.�M!, &�(%!&!, "%�#  &�&!����!B ��#%� �&��#��, #"%� ���) ����� !H��  !#"���
��� #!$��%! 	&�&!����7 ����� !H�7 ��#%� �&��#�)+ A" , 88 � ��&!����!, ���%�$+ ��(��
��'$%A ��! A" #!$��%+ P� ��$7%A��� ��&����E�)#A 7 ���#���� D���7%�&���A '�$�%)�
��$� &!'��H���A ��H���� �' H�#�"�&�$� &!�� "7

<�'$%A����  &�&!����7 ��#%� �&��#�)

x̃(n1, n2 + N2) = x̃(n1, n2), x̃(n1 + N1, n2) = x̃(n1, n2). ���
�

NA ��#%� �&��#�) ��E �� &�,�7 ����� !H��#�)T 88 '��H���A ��&������)#A+ A"P�
'����� n1 '��%)M7E�)#A �� N1 ��� A"P� '����� n2 '��%)M7E�)#A �� N2 ?� �!# ��
��&� ��� '����(���A ��"�8 ��#%� �&��#�� ��%!H!�! N1 �� N2+ A"� E ������%)��  � ����
=�%� H!#%�+  %A A"!B #���& (7��)#A &!��'! ���
�+ ��'&��� �������������� �� �����(
������� 	���������� ���	���#����	 ��#%� �&��#�� x̃

@����( 7#�B &� %�"�& ��%)"! N1N2 &� %�"�& ��#%� �&��#�� x &!A&%A��)#A ��'�%��
(�!�!T ��M�� &� %�"�& &!'��H���)#A 7��&��! ����� !H��#�� O7 ��� ��'!&��! ���	�(
��� ��#%� �&��#�� x̃ �7 )�A"7 '&�A'�7 ��%�#�) �%�P!�! (n1, n2)+ A"� ��#�!�) ��H�� N1N2

&� %�"�&+ A"P� '��H���A =!B &� %�"�& E ��'�%�(��
I�#�� ��,��%)M '�7H��� 6����� ����� 7 E ��A��"7��!" {(n1, n2), 0 ≤ n1 ≤ N1 −

1, 0 ≤ n2 ≤ N2 − 1}+ �%� =� �� E !�� ��(%!&�#�)
C���� ��'$%A����  &�&!����7 ��#%� �&��#�) x̃(n1, n2)+ A"� '� �&�%)�AE ��%)M '��

$�%)�� 7��&! ����� !H��#��1

x̃(n1 + N11, n2 + N21) = x̃(n1, n2), x̃(n1 + N12, n2 + N22) = x̃(n1, n2). ���;�

@�!H��7
D ≡ N11N22 − N12N21 �= 0. �����



��
 -� ;������������ ������� �� ������

"��� B�,� �����!
�	� &��
����	� &���
���	
��� 
� N1 = N2 = 3

����A "�&��� ���! (N11, N21)T �� (N12, N22)T ��(�� ��'$%A ��! A" &�"���! N1 �� N2+
P� A&%A��) #���� '��P���A &� �7 )�A"�$� &� %�"7  � &� ��&� �!B &� %�"�& ��M!B ������
 �& J !� ����� ��"�8 ��#%� �&��#�� ��#�!�)#A & ��%�#��+ P� ��E 6���7 ����%�%�$����+
#7��(�� ��"! A"�$� 7�&����� &�"�����! N1 �� N2

*��� <�����
�	��	 ������

�!#���! #%7$7��)  %A �����&�����A #!$��%�& D����%)�� #!#���� 0 =� ��������+
P� &� ����(�E � !� �&B� �!,� #!$��% �� ��M!, �&!B� �!,�

�!$��%! ��(�� ���E �7&��! ��� '����&��! '�  �����$�� ���(!�! �����=�,
?�B�, w �� x 0  &�&!�����  !#"����� #!$��%! N� #!$��%! ��(��  � ��! , ���!���!

�����, #!$��% y 	� �&���A &!"��7E�)#A ���%�������+ ��( '��H���A "�(��$� &� %�"7
y(n1, n2) ���!�7E�)#A M%AB��  � �&���A  &�B &� ��&� �!B &� %�"�& w(n1, n2) �� x(n1, n2)

y(n1, n2) = x(n1, n2) + w(n1, n2). �����

Y"P� �����(!�!  &�&!����� ��#%� �&��#�� �� #��%7+ ��(�� ���!���! ��&� ��#%� �&���
#��

y(n1, n2) = x(n1, n2). ���F�

?�  &�&!������ ��#%� �&��#�� x ��(�� ' �,#��&��! %���,�!, '#7&+ P� ��!'&� !�)
 � 7�&�����A ��&�8 ��#%� �&��#�� y J����=�A '#7&7 ������#!�) &#� ��#%� �&��#�) x ��
��&7  �%A�"7 �%�P!�! (n1, n2) ���H���A &� %�"�& y '&�A'��� '� '��H���A�! &� %�"�& x
#��&&� ��M���A�

y(n1, n2) = x(n1 − m1, n2 − m2), �����

 � (m1,m2) 0 &�%!H!�� '#7&7 @�!"%� '#7&7  &�&!�����8 ��#%� �&��#�� ��&� ��� ��
�!# �


.' &!"��!#����A� ��'�&!B �����=�, ��(�� ��'"%�#�! �7 )�A"7  &�&!����7 ��#%��
 �&��#�) �� #7�7 '&�(��!B �� '#7�7�!B  &�&!����!B � !�!H�!B ���7%)#�&

x(n1, n2) =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

x(k1, k2)δ(n1 − k1, n2 − k2). �����
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"��� B�-� $&����
� ����� �����!
�	�% &���
���	���
 x(n1, n2)

�%� '&���7�! 7&�$7 P� ��  &� �#��&�� �����=�8 ��  &�&!����!�! ��#%� �&��#�A�!
J �7 ' �!B+ ���������� ����������+ ��(�� ��'$%A ��! A" 7'�$�%)����A #"�%A���$�
 ��7�"7 ���H���A "�(��$� &� %�"7  &�&!�����8 ��#%� �&��#�� x �����(7E�)#A �� H!#%�
c(n1, n2)+ '��H���A A"�$� '�%�(!�) &� ��'��M7&���A &� ��&� ��$� &� %�"7

y(n1, n2) = c(n1, n2)x(n1, n2). �����

	&�&!����� ��#%� �&��#�� ��(7�) ��  �&��!#A &�%!&7 ��%���,�!B ���������& ���
(%!&!, �!� ��%���,�!B ���������&+ P� ��E ��'&7 ���	���	)��� ���	�	)����	+ B���"���
�!'7E�)#A ��'�%�(�!� &�%!&�� �� '��H���A "�(��$� &� %�"7  &�&!�����8 ��#%� �&��#��
<�'$%A����+  %A ��!"%� 7+ ��#%� �&��#�)+ P� 7�&�����

y(n1, n2) = [x(n1, n2)]2. ���G�

J����=�A �� &� ���A 7 "&� ��� E ��'����=�,�!, ��%���,�!, �����&���&�H+ �#"�%)"! ���
H!#%���A &!B� ��$� '��H���A 7 ��H=� (n1, n2) '�%�(!�) &� E !��$� &B� ��$� '��H���A
7 ��, (� ��H=�

1����� !
�
��
 �����#�

9���,�� #!#���! �� ���A "�&7��)#A ��!�=!�7 #7�����'!=�8 �� $7" %���,��8 #!#���
�! �� '&�(��7 #7�7 &B� �!B #!$��%�&  ���&��E #7�� &� $7"�& �� �"���� &B� �� #!$��%!

y(n1, n2) = L

⎡
⎣ ∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

x(k1, k2)δ(n1 − k1, n2 − k2)

⎤
⎦ . �����

J#"�%)"! #!#���� %���,��+ =�, &!��' ��(�� �����!#��! ��"!� H!���1

y(n1, n2) =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

x(k1, k2)L[δ(n1−k1, n2−k2)] =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

x(k1, k2)hk1k2(n1, n2),

���
�
 � hk1k2 0 &� $7" #!#���! �� � !�!H�!, ���7%)#+ A"!, ��'��M�&��� 7 ��H=� (k1, k2)
Y"P�  %A "�(��8 ��H"! (k1, k2) &� ��!, ���7%)#�!, &� $7" hk1k2(n1, n2) ��  �&�%)��
��'��M�&��!, &B� �!, ���7%)#+ �� &� $7" #!#���! �� �7 )�A"!, &B� �!, #!$��% ��(��
'��,�! '�  �����$�� #7�����'!=�8

�!#�����+ 	����	�����" �� �����+ ��'!&�E�)#A #!#����+  %A A"�8 '#7& &B� ��8 ���
#%� �&��#�� ��!'&� !�)  � &� ��&� ��$� '#7&7 &!B� ��8 ��#%� �&��#�� Y"P�

y(n1, n2) = T [x(n1, n2)],

�� #!#���� T [·] E ��&��������  � '#7&7 ��%)"! 7 ���7 ��'�+ "�%!

T [x(n1 − m1, n2 − m2)] = y(n1 − m1, n2 − m2). ���;�



��� -� ;������������ ������� �� ������

 %A &#�B ��#%� �&��#��, x ��  %A &#�B =�%�H!#%�&!B '#7&�& (m1,m2)
9���,��#�) �� ��&��������#�)  � '#7&7 A&%A��)#A ��'�%�(�!�! &%�#�!&�#�A�! #!�

#���!1 (� �� �' =!B &%�#�!&�#��, �� ���� ��H�E ��A&��#�� ��M�8
9���,�� ��&��������  � '#7&7  !#"����� #!#���! �9.��#!#���!� 0 =� "%�# #!#���+

P� ��,��%)M H�#�� &!&H�E�)#A ' ����� �����"!  !#"����!B #!$��%�& �7 )�A"�8 ��'����
��#�� N� #!#���! &� ��'�A��)#A ���#����� A" �� H�# �����"!+ ��" , �� H�# ���%�'7
@�&� ��"7 =!B #!#��� 7 ��$��)�B &!�� "�B ��(�� &!&H��!+ �� ���"��H!#) "��"����!B
B���"���!#�!" &B� ��$� #!$��%7

�$� �� ' ���
�
hk1k2(n1, n2) ≡ L[δ(n1 − k1, n2 − k2)]. �����

	%A &!�� "7 k1 = k2 = 0 ��E��

hk1k2(n1, n2) = L[δ(n1, n2)]. �����

���B�&7�H! ��!�=!� ��&��������#��  � '#7&7+ � ��(!��

hk1k2(n1, n2) = h00(n1 − k1, n2 − k2)]. ���F�

.��7%)#�!, &� $7" ��  �&�%)�� ��'��M�&��!, &B� �!, ���7%)#  ���&��E '#7�7���7 ���
�7%)#���7 &� $7"7 �� &B� �!, ���7%)#+ P� ��'��M�&��!, 7 ��H��"7 "��� !��� Y"P�
��'��H!�! h(n1, n2) ≡ h00(n1, n2)+ ��(�� &!��'!�! &!B� �7 ��#%� �&��#�) ��"!� H!���1

y(n1, n2) =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

x(k1, k2)h(n1 − k1, n2 − k2). ��G��

N� #��&&� ��M���A &� ��� A" ��������� �������
D�"�!H�� �7� &!"��7E�)#A ��'"%� ���A &B� ��8 ��#%� �&��#�� x(n1, n2) �� '&�(��

�7 #7�7 '#7�7�!B ���7%)#�& '$� �� ' ��&��#�� ����� 9.��#!#���� �����&���E "�(�!,
���7%)# 7 '#7�7�7 "���� ���7%)#��$� &� $7"� h(n1, n2) �7�����'!=�A =!B '&�(��!B ��
'#7�7�!B ���7%)#�!B &� $7"�& 7�&���E &!B� �7 ��#%� �&��#�)+ ��!H��7 &�$�&!�! "���
6�=�E����! E '��H���A &� %�"�& &B� ��8 ��#%� �&��#�� x(n1, n2) <�&��#�) ��G�� '��!#���
'� ��!�7P���A+ P� 9.��#!#���� #��&�� B���"���!'7E�)#A #&�8� ���7%)#�!� &� $7"��
h(n1, n2)

�$���"� ��G�� ��(� �7�! '��!#��� , 7 ��"��7 &!$%A �

y(n1, n2) =
∞∑

l1=−∞

∞∑
l2=−∞

h(l1, l2)x(n1 − l1, n2 − l2). ��G��

J�(�+ '$���"� 0 =� "��7���!&�� �����=�A <�&�A��A ��G�� ��(�� '��!#��! 7 &!�
$%A �

y = x ∗ ∗h = h ∗ ∗x. ��G��

��  �����$�� &�"����!B ��'��H��) &!B� �7 ��#%� �&��#�) M �&!�����8 9.��#!#���!
��(�� ��� #��&!�! A" M �&!����7 '$���"7 &!B� ��8 ��#%� �&��#�� �� ���7%)#��$� &� �
$7"7

y(n) =
∑
k

x(kh(n − k). ��GG�

	%A ��$�+ P�� �' ��#%� �&��#�� h(k1, k2) 7�&��!�! ��#%� �&��#�) h(n1 − k1, n2 −
k2)+ #��H��"7 &!"��7E�� &� ����(���A h &� ��#�� ���B �#�, k1+ k2+ ����� &!"��7E��
'#7& ��#%� �&��#�� ��"+ P�� &� %�" h(0, 0) ��!�!&#A & ��H=� (n1, n2)+ A" =� ��"�'��� ��
�!# @�#%� �&��#�)� ��7��" x(k1, k2)h(n1 − k1, n2 − k2) 7�&�����T  %A ��M7"7 '��H���A
&!B� ��$� &� %�"7 y(n1, n2)  � �E�� ���7%)�&� '��H���A &� %�"�& ��#%� �&��#��� ��7�"7

������� 	�



-�	� ;������������ ������ ���

"��� B�.� �6 R &���
���	
��� h(k1, k2)= �6 R &���
���	
��� h(n1 − k1, n2 − k2)= n1 = 2, n2 = 3

"�����	�!� �����!
�	� �������	� ^�/������!�� ���
�	� �
��
� ���% � ����
 (n1, n2) �����
�������1 �	���� �	���	� ��
�	�� �
��
�
�� � �����4���	
 � ������ 	���� �� ��
�� �
� �����
(n1, n2)� +����!� ����1 ����8 ���	 � ���
� �����!
�	��� ��������� 
	���������= %% 
!&����	� 
�
���� R �� �����!
�	� ���	��	� ���&
	����� &���
���	
��� u(n1, n2)�

/� ��
�	� &���
���	
��� x(n1, n2) ������!� �����!
�	� &���
���	
��� ��
	��		�% &�����	��
��
� �	���		� �
��
�
� ���% ���
�	88�� # �	���
 &��!����	�% ������
 0 ≤ n1 < N1� 0 ≤ n2 < N2


 K ���	
 %%�
��� �������		� �	���		� ���
�	��� �
��
�� y(n1, n2) �� ��&�!���8 ������ 5B�*K6 ������!�

&���
���	
����������� x(k1, k2)h(n1 − k1, n2 − k2)� /����	� �
� ��	����	��� �	���		� (n1, n2)
	�	�����
 ������
 &���
���	���� x(k1, k2) �� h(n1−k1, n2−k2) &��������8���� 
� �
�	�! ���&��
	�!� G��	� �
�����!��� &'��� ��&���
�� � &���������	
 	� ���� � �� 	�	�����
 ������
 ���	�%
&���
���	���
 ��4�������	�� � 	�����
 �
��
�� 	� &�����	��

������	 �� n1 < 0 ��� n2 < 0� ��� ����� �	���	� (n1, n2) &���
���	���
 x(k1, k2) ��
h(n1−k1, n2−k2) 	� &��������8����� )�!� %�	
 �������� �� 
 �	���		� ����� �
��
�
� ��������
���
�	88�� 	��8�

������	 �� 0 ≤ n1 < N1� 0 ≤ n2 < N2� G�1 !
��� �������� &���������� ;	���� 	�	�������
�	���	� �
��
�
� � &���
���	���
�������� !�1 ������

y(n1, n2) =
n1∑

k1=0

n2∑
k2=0

1 = (n1 + 1)(n2 + 1). 5B�*,6

������	 �� n1 ≥ N1� 0 ≤ n2 < N2�

y(n1, n2) =
N1−1∑
k1=0

n2∑
k2=0

1 = N1(n2 + 1). 5B�*-6

������	 �� 0 ≤ n1 ≥ N1� n2 ≥ N2� /� �	����
18 
� &�&����	
! ��&����!

y(n1, n2) = N2(n1 + 1). 5B�*.6

������	 �� n1 ≥ N1� n2 ≥ N2� H ���!� ���
 ���	��� ���&
	����� &���
���	
��� h(n1 −
k1, n2 − k2) �&��	� &��������1 
!&���� x(k1, k2)� )��


y(n1, n2) = N1N2. 5B�*B6

7� 	���
���� &��	� ������� !�1 ������

y(n1, n2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 &�� n1 < 0 ��� n2 < 0,

(n1 + 1)(n2 + 1) &�� 0 ≤ n1 < N1, 0 ≤ n2 < N2,

N1(n2 + 1) &�� n1 ≥ N1, 0 ≤ n2 < N2,

(n1 + 1)N2 &�� 0 ≤ n1 < N1, n2 ≥ N2,

N1N2 &�� n2 ≥ N2, n2 ≥ N2.

5B�*:6

@% ����
�	� �������		� 	�����	� 	� ���� B�B�
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"��� B�B� /������ �������	��� 
!&����� � �����!
�	�8 ���&
	�����8 &���
���	
��8

1����� /����
 �0����


	%A ��%)M�#��  &�&!����!B #!#��� ��'�%�(�� '����� �� '&�A'��� �' H�#�� L%� A"P�
��'$%A ��! ���%�'�=�� #!#���+ ����� 7'�$�%)�!�! ���A��A 6�'!H�� ���%�'7E��8 #!#���!

.��7%)#�!, &� $7" h(n) 6�'!H�� ���%�'7E��8 � ��&!�����8 9.��#!#���!  ���&��E
�7%� ��! n < 0 �� ��&� ��  � 7'�$�%)����A ���A��A 6�'!H��8 ���%�'7E��#�� ��(� �7�!
&!��$�+ P�� ���7%)#�!, &� $7"  ���&��&�& �7%� ��'�  �A"�� ������� ��%�#��

@�#%� �&��#��+ P� &� ��'�A��)#A &� �7%A ��%)"! & � ���7 "&� ����� �%�P!�!
(n1, n2)+ ����) ������ ������� � ������	 ��������� @��A��A ����! �� "&� ���� ���
(�� 7'�$�%)�!�! M%AB�� &"%�H���A �����!B ��%�#��, 7 6���� #�"���� 5�&��A�)+ P�
��#%� �&��#�) ��E ������ ������� � ������	 �������+ A"P� &��� ��E ���7%)�&� '��H��
��A ��%)"! 7 ��(�B #�"����+ A"!, ����(���  &��� ��A�!�!+ P� &!B� A�) �' ��H��"7
"��� !��� '� 7��&!+ P� "7� ��( =!�! ��A�!�! #���$� ���M� 180◦C @�!"%� ��"�8
��#%� �&��#�� ��&� ��� �� �!#

O7 )�A"7 ��#%� �&��#�)+ P� #�!��E�)#A �� #�"���+ ��(�� &� ����'!�! �� "&� ����
M%AB�� %���,��$� �����&�����A '����!B ?���!"%� + ��B�, &�"���!

N1 = (N11, N21)T , N2 = (N12, N22)T . ��GF�

��'��M�&��� &' �&( ��( #�"�����8 ��%�#�� �N11, N21, N12, N22 0 =�%� H!#%�� ?�B�, ���
"�( ���! H!#�% N11 �� N21+ � ��"�( N12 �� N22 �� ��#�A�) '�$�%)�!B ���(�!"�& J#"�%)�
"! N1 �� N2 �� "�%�������+ ��

D = N11N21 − N12N22 �= 0. �����



-�	� ;������������ ������ ���

C� � '����� '����!B

m1 = N22n1 − N12n2, m2 = N21n1 + N11n2 �����

&� ����(7E #�"��� �� ���M!, "&� ���� �  ����7 ��'� &�"��� N1 &� ����(7E�)#A ��
(D, 0)T + � &�"��� N2 0 �� (0,D)T  ?� �!# �� ��&� ��� ��'7%)��� &� ����(���A #�"����
�� ���M!, "&� ���� J#"�%)"! 7  ����7 ��!"%� � D = 3+ �� �� "�(�� ��H"� ���M�$�
"&� ����� ��#�!�)#A & ��%�#�� %���,��$� �����&�����A ����� � �%�P!�� m1,m2) 7 ���
A&��#�� E &� %�"!+ �� A"� �� � ��(!�) &� ����(���A (� �!, &� %�" �' �%�P!�! (n1, n2)
N� 0 ��#%� �" &!"��!#����A  !#"����!B #!$��%�&1 &!"��7��)#A &� ����(���A =�%�H!�
#%�&�$� &�"���� (n1, n2)T �� =�%�H!#%�&!, &�"��� (m1,m2)T  ?���B� ��� ��  �#����)��
7��&��! ��$�+ P�� "�(�� =�%�H!#%�&� 7���A "�&��� ���� ' ���M�$� "&� ����� �%�P!�
�! (m1,m2) ��#�!%�#) & ��%�#�� %���,��$� �����&�����A+ E 7��&� |D| = 1

"��� B�:� �6 R &���
���	
��� 
� �&��	�8 ������8 � ������
 �������= �6 R %% �
�������		� 	�
������	�

*�"� 5������������� ������	
 �� ����� � +������	! �3����	

Y"P� ��� #��&!�! &B� �!, #!$��% 7 &!$%A � #7�����'!=�8 '#7�7�!B ���7%)#�&+ �� �
&!B� �!, #!$��% ��"�( ��(�� ��� #��&!�! A" #7�����'!=�� '#7�7�!B ���7%)#�!B &� $7�
"�& @�� #��&%���A 9.��#!#��� 7 H�#�����, ��%�#�� ��"�( &!"��!#��&7E ��!�=!� #7����
��'!=�8+ �%� 7 =)��7 ��'� �%��������� ��#%� �&��#�� E "���%�"#�� #!�7#�8 ! <�'$%A����
���M '� &#� &� $7" 9.��#!#��� �� #!�7#�8 �%)�� &B� �� #!$��%!

1����� )�������� �
���� �����#
���< !B .�����#�

<�'$%A����  &�&!����7 9.��#!#���7 �' � !�!H�!� ���7%)#�!� &� $7"�� h(n1, n2)
�� &B� �!� #!$��%��+ A"!, A&%AE #���� "���%�"#�7 #!�7#�� 7

x(n1, n2) = exp(iω1n1 + iω2n2), �����

 � ω1, ω2 0  �,#�� H!#%�+ P� ����) ��'&7 $��!'����%)��8 �� &���!"�%)��8 ���#����&!B
H�#��� &� ��&� �� �!B� �!, #!$��% ��(�� � ��(��! '�  �����$�� '$���"!

y(n1, n2) =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

exp[iω1(n1 − k1) + iω2(n2 − k2)]h(k1, k2) = exp(iω1n1 + iω2n2)

⎡
⎣ ∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

h(k1, k2) exp(−iω1k1 − iω2k2)

⎤
⎦ = exp(iω1n1 + iω2n2)H(ω1, ω2).

���G�
�!B� �!, #!$��% A&%AE #���� "���%�"#�7 #!�7#�8 7 �' �!�! ( H�#�����!+ P� , 7 &B� ���
$� #!$��%�+ �%� �' '�����!�! ���%��7 �� �� 6�'�� '� ��B7��" "���%�"#��$� ���(�!"�



��� -� ;������������ ������� �� ������

H(ω1, ω2) /��(�!" H(ω1, ω2) ��E ��'&7 #��������� �	����� .#�������� '��������(
�����/ #!#���! , ��!#7E�)#A &!��'��

H(ω1, ω2) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

h(n1, n2) exp(−iω1n1 − iω2n2) �����

9.��#!#���� ��E &%�#�!&�#�) ��'��'�A�! #!�7#�8 �%)�� #!$��%! '�%�(�� &� 8B��B H��
#��� Y"P�  %A  �A"�$� "��"�����$� '��H���A 7���A "�&���8 ���! (ω1, ω2) '��H���A
|H(ω1, ω2)| ≈ 1+ �� #!�7#�8 �%)�� #!$��%! =�E8 H�#���! �7 7�) ���B� !�! H���' #!#���7
��' �#%��%���A Y"P� (  %A  �A"�8 ���! (ω1, ω1) '��H���A |H(ω1, ω2)| ≈ 0+ �� #!�7#�8 !
=�E8 H�#���! �7 7�) ��!$��H7&��!#A #!#�����

I�#����!, &� $7" H(ω1, ω2) E ����� !H�!, ' ����� �� 2π �� ���� H�#����!� '����!�

H(ω1 + 2π, ω2) = H(ω1, ω2); H(ω1, ω2 + 2π) = H(ω1, ω2). ���
�

������� ��

$������!� ������	� �
���� �����!� � 
!&����	�! �
�����!

h(n1, n2) = δ(n1 + 1, n2) + δ(n1 − 1, n2) + δ(n1, n2 + 1) + δ(n1, n2 − 1). 5B�,.6

A� &���
���	
��� �������	� 	� ���� B�Q

"��� B�Q� �!&����	� 5�6 �� ������	� 5�6 �
�����

T�����	� �
���� !�1 ������

H(ω1, ω2) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

h(n1, n2) exp[−iω1n1 − iω2n2] =

∞∑
n1=−∞

∞∑
n2=−∞

[δ(n1 + 1, n2) + δ(n1 − 1, n2) + δ(n1, n2 + 1) + δ(n1, n2 − 1)]×

× exp(−iω1n1 − iω2n2) = eiω1 + e−iω1 + eiω2 + e−iω2 = 2(cosω1 + cosω2).

5B�,B6

������� �� "�����	�!� �����!� � 
!&����	�! �
�����! �������

h(n1, n2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 125 &�� n1 = ±1, n2 = ±1,

0, 25 &�� n1 = ±1, n2 = 0,

0, 25 &�� n1 = 0, n2 = ±1,

0, 5 &�� n1 = n2 = 0,

0 � ��4�
 ��&���
�

5B�,:6



-�&� 6������������ �������� �� ����� � ��������� � ����� ���

/� ���	���		�! ������	��� �
����� ������1!�

H(ω1, ω2) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

h(n1, n2) exp[−iω1n1 − iω2n2] = 0, 5 + 0, 25
(
eiω1 + e−iω1 + eiω2 + e−iω2

)
+

+0, 125
(
e−iω1e−iω2 + e−iω1eiω2 + eiω1e−iω2 + eiω1eiω2

)
= 0, 5(1 + cosω1)(1 + cosω2).

5B�,Q6

"��� B�#K� T�����	� �
���� ?0T

T�����	� �
���� �������	� 	� ���� B�#K� +����!� ����1 ����8 �
���� 	��	
� &������
����� ������� S���
�
1	� &������
 �
����� ���
�	81 ≈ 2 � &������ ������	�� 
 �!�	4�1����
&������	� �� 	��� &�� ω1 ≈ ±π ��� ω2 ≈ ±π�

+����!� !�1 ����
��!� 
!&����	� �
����  � 5B�,Q6 ���	�� � %% ������	� �
���� 1
����
��!� ��	��
�� A� �������
��� �&������1����  � ������	�!� ��&����� 7��

h(n1, n2) = f(n1)g(n2), 5B�-K6

��
H(ω1, ω2) = F (ω1)G(ω2),

��
F (ω1) =

∑
n−1

f(n1)e−iω1n1 , G(ω2) =
∑
n2

g(n2)e−iω2n2 . 5B�-#6

1����� ��(��$��� 
#��������� �
����� �� $�������#� �
�����

�$� �� &!'��H���� �����  %A H(ω1, ω2) H�#����!, &� $7"  !#"�����8 9.��#!#���!
7 '�$�%)���7 &!�� "7 A&%AE #���� �������&�7  &�&!����7 ����� !H�7 67�"=��+ A"7
��(�� &!��'!�! 7 &!$%A � %���,��8 "������=�8 $������H�� '&�A'��!B #!�7#�8  ���&&� �
��M���A ����� �� ��%)"! &!'��H�E H(ω1, ω2)+ �%� , ��!#7E ��'"%� ���A H(ω1, ω2) 7
 &�&!����!, �A D7��E ���6�=�E����! ��'"%� ���A #%7$7��) '��H���A &� %�"�& ���
�7%)#��$� &� $7"7 h(n1, n2) K7"��� '�%�(��#�) ��(� �7�! ���!���� M%AB�� ���(��
��A ���B H�#�!� ��&�A��A ����� �� "���%�"#�7 #!�7#�8 7 �� ����$�7&���A 7 ��(�B
"&� �����8 H�#�����8 ��%�#��1

1
4π2

π∫
−π

π∫
−π

H(ω1, ω2) exp(iω1k1 + iω2k2)dω1dω2 =

=
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

∑
n1

∑
n2

h(n1, n2) exp(−iω1n1 − iω2n2) exp(iω1k1 + iω2k2)dω1dω2 =

=
∑
n1

∑
n2

h(n1, n2)

⎡
⎣ 1

2π

π∫
−π

exp[−iω1(n1 − k1)]dω1

⎤
⎦
⎡
⎣ 1

2π

π∫
−π

exp[−iω2(n2 − k2)]dω2

⎤
⎦ .

��
��
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J#"�%)"!

1
2π

π∫
−π

e−iω(n−k) = δ(n − k), ��
G�

�� �� &�,�� #7�� 7 ���&�, H�#�!�� &!��'7 ��
�� �����&���E�)#A & h(k1, k2) N�  �E
��(%!&�#�) ��H!#%�&��! '��H���A ���7%)#��$� &� $7"7 7 ��H=� (k1, k2) J�(�

h(n1, n2) =
1

4π2

π∫
−π

H(ω1, ω2) exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. ��
��

������� ��

"�����	�!� ������ �������		� 
!&����	��� �
����� 
�����	��� ��������� �
����� 	��	
�
������� ��� �&���1���� ������	�! �
�����! �������

H(ω1, ω2) =

{
1, ��� ω2

1 + ω2
2 ≤ R2 < π2,

0 � ��4�
 ��&���
�.
5B�--6

A� ������	� �
����� 	�����	� 	� ���� 	� 1 ����
��!� � H ��	�!� ���


h(n1, n2) =
1

4π2

∫∫
A

exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. 5B�-.6

/ !���8 �&���		� �������		� 
	������� &� ������
 ������
 A ��!
���!� ω1 �� ω2 �!
		�!�
� &����	�� ������	����� ;��	���!�

ω ≡
√

ω2
1 + ω2

2 , ϕ ≡ arctg
ω2

ω1
, θ ≡ arctg

n2

n1
.

)��
 �
�	�		� 5B�-B6 &������������ ���2

h(n1, n2) =
1

4π2

R∫
0

2π∫
0

ω exp
[
iω
√

n2
1 + n2

2 cos(θ − ϕ)
]

dϕdθ =

+
1
2π

R∫
0

ωJ0

(
ω
√

n2
1 + n2

2

)
dω =

R

2π

J1

(
R
√

n2
1 + n2

2

)
√

n2
1 + n2

2

,

5B�-B6

�� J0(x)� J1(x) R ��	��
% ������� � ���� K��� �� #��� &�����
� �
�&��
�	�� $���!�	� 
!&����	� 
�
���� 1 �������	� ��	��
� 
� �������8 ��!���
18� @% &�����	 ������ ��
 n1 !�1 ������

h(n1, 0) =
R

2πn1
J1(n1R). 5B�-:6

A� &�����	 	�����	� 	� ���� B�##�
	&�&!����� ��#%� �&��#�) 7 ��%)M�#�� ���"�!H�� &�(%!&!B &!�� "�& ��(� �7�!

��� #��&%��� '&�(���� #7��� "���%�"#�!B #!�7#�8 +  %A H�$� #%� &!"��!#��&7&��
�! ��$���&!����� �����&�����A D7��E J#"�%)"! &� $7" 9.��#!#���! ��� &� ��!,+ �!
��(��� ��� #��&!�! &!B� �7 ��#%� �&��#�) A" #7�����'!=�� #!�7#�8 �%)�!B &� $7"�&
9.��#!#���!

J������� ��������$� �����&�����A H�#�����$� &� $7"7 ��
�� �� ��%)"!  �E 6���7�
%7  %A ��H!#%���A h(n1, n2)+ �%� � ��� #��&%AE ��#%� �&��#�) h A" #7�����'!=�� "���
�%�"#�!B #!�7#�8  �!"��!#��E�� ���%�$�H�� ��� #��&%���A  %A &B� ��8 ��#%� �&��#��

x(n − 1, n2) =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

X(ω1, ω2) exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. ��
F�



-�&� 6������������ �������� �� ����� � ��������� � ����� ���

"��� B�##� 3�����	 ������ ��
 n1 
!&����	��� �
����� ?0T 
� �������8 ��!���
18

����%�"#�� 67�"=�A X+ &� ��� A" ������	��� ������������ ����� 67�"=�8 x+ &!'��H��
E�)#A ��"!� H!���1

X(ω1, ω2) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n1=−∞

x(n1, n2) exp(−iω1n1 − iω2n2). ��;��

O�H!��+ P� �' 7��B7&���A� =)�$� &!'��H���A H�#����!, &� $7" 9.��#!#���! A&%AE
#���� �����&�����A D7��E ���7%)#��$� &� $7"7 #!#���!

?�B�,  ���  &�&!����� 9.��#!#���� L[·] ' ���7%)#�!� &� $7"�� h(n1, n2) �� H�#���
��!� &� $7"�� H(ω1, ω2) �� ���+ P�

L[exp(iω1n1 + iω2n2)] = H(ω1, ω2) exp(iω1n1 + iω2n2). ��;��

�&� #!

y(n1, n2) =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

H(ω1, ω2)X(ω1, ω2) exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. ��;��

N�, &!��'  �E ��&!, #��#�� ��!#7 &!B� ��8 ��#%� �&��#�� 9.��#!#���! �� ��#�� &�$!
"���%�"#�!B #!�7#�8 �%)�!B "��������+ A"� &B� A�)  � #"%� 7 &B� ��8 ��#%� �&��#��+
�7� '���P��� ���(���A� �� H�#����!, &� $7" #!#���! H(ω1, ω2)

�!B� �7 ��#%� �&��#�) y(n1, n2) ��(�� ��"�( '��!#��! '�  �����$�� �����&�����A
D7��E1

y(n1, n2) =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

Y (ω1, ω2) exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. ��;G�

@���&�A��A ��;�� �� ��;G�  �E

Y (ω1, ω2) = H(ω1, ω2)X(ω1, ω2), ��;��

A"P� y = h∗∗x N�, ��'7%)���+ P� ��E ��'&7 ������� ��� �������+ E &!"%�H�� &�(%!�
&!,1 �����&�����A D7��E '$���"!  &�B  &�&!����!B ��#%� �&��#��,  ���&��E  ��7�"7
8B��B �����&����) D7��E



�

 -� ;������������ ������� �� ������

1����� *��
 ����������
 �����#
���% ����������� �����

5���������) ���� Y"P� x(n1, n2) ↔ X(ω1, ω2)+ ��

x(n1 − m1, n2 − m2) ↔ e−iω1m1−iω2m2X(ω1, ω2) ��;
�

�#7& ��#%� �&��#�� x(n1, n2) �� &�%!H!�7 (m1,m2) &� ��&� �E ���(���� 88 �����&�����A
D7��E X(ω1, ω2) �� ���(�!" �' %���,��� 6�'�� exp(−iω1m1 − iω2m2)

$�����	�

x(n1, n2) exp(iθ1n1 + iθ2n2) ↔ X(ω1 − θ1, ω2 − θ2). ��;;�

$������� ����& (7E�)#A #��&&� ��M���A

c(n1, n2)x(n1, n2) ↔ 1
4π2

π∫
−π

π∫
−π

X(θ1, θ2)C(ω1 − θ1, ω2 − θ2)dθ1dθ2 =

=
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

X(ω1 − θ1, ω2 − θ2)C(θ1, θ2)dθ1dθ2.

��;��

/��(���A  &�B ��#%� �&��#��, ��!'&� !�)  � '$���"! 8B��B �����&����) D7��E
O�H!��+ P� ����$��% '$���"! ��E �#��%!&!, &!$%A T &!��'7 �� ����$��%�� &%�#�!&�
�� &�,�� ����� !H��#�)+ � ��%�#�) ����$�7&���A ��H�� &� ��&� �E � ���7 ����� 7 &!�
��'7 �� ����$��%�� �%�#�!&�#�) �� 7%A=�8 ��(�� ��'$%A ��! A" H�#�"�&!, &!�� �"
���(���A  &�B ��#%� �&��#��,

%�
����	"����� ������������ ����� ���� ' �,#��E�)#A ��"!� H!���1

−in1x(n1, n2) ↔ ∂X(ω1, ω2)
∂ω1

;

−in2x(n1, n2) ↔ ∂X(ω1, ω2)
∂ω2

−n1n2x(n1, n2) ↔ ∂2X(ω1, ω2)
∂ω1∂ω2

.

��;��

!��������� �����#����

x∗(n1, n2) ↔ X∗(−ω1,−ω2). ��;F�

%	)��� �� ����� #������ <�' �%A��)#A ��"!� H!���1

j`[x(n1, n2)] ↔ 1/2[X(ω1, ω2) + X∗(−ω1,−ω2)]. �����

i.m[x(n1, n2)] ↔ 1/2[X(ω1, ω2) − X∗(−ω1,−ω2)]. �����

1/2[x(n1, n2) + x∗(−n1,−n2)] ↔ j`[X(ω1, ω2)]. �����

1/2[x(n1, n2) − x∗(−n1,−n2)] ↔ i.m[X(ω1, ω2)]. ���G�

��"����+ A"P� x(n1, n2) 0 ��#%� �&��#�) �'  �,#�!�! '��H���A�!+ ��

X(ω1, ω2) = X∗(−ω1,−ω2). �����

j`[X(ω1, ω2)] = j`[X(−ω1,−ω2)]. ���
�

.m[X(ω1, ω2)] = −.m[X(−ω1,−ω2)]. ���;�

	�,#�� H�#�!�� �����&�����A D7��E #!����!H��  � ��H��"7 "��� !��� ����!� H!�
���+ 7A&�� H�#�!�� 0 ������!�



-�&� 6������������ �������� �� ����� � ��������� � ����� �
�

,������ 5��������<

Y"P� x(n1, n2) ↔ X(ω1, ω2) �� w(n1, n2) ↔ W (ω1, ω2)+ ��

∑
n1

∑
n2

x(n1, n2)w∗(n1, n2) =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

X(ω1, ω2)W ∗(ω1, ω2)dω1dω2. �����

9�&� H�#�!�� &!��'7 ����� &!'��H�E #"�%A��!,  ��7��"  &�B  &�&!����!B ��#%��
 �&��#��,+ � ���&� 0 #"�%A��!,  ��7��" 8B��B �����&����) D7��E C������ @��#�&�%A
#�&�� (7E+ P� #"�%A��!,  ��7��" E ��&�������!, &� ��#�� �����=�8 �����&�����A D7��E

<�&��#�) ����� '&� !�)#A  � ������! ��� '$���"7+ A"P� w(n1, n2) = h∗(m1−n1,m2−
n2)

.�M!, &�(%!&!, &!�� �" '�A&%AE�)#A+ A"P� w(n1, n2) = x(n1, n2)+ ��" P� ��&�A��A
����� ����B� !�) 7 ��&�A��A

∑
n1

∑
n2

|x(n1, n2)|2 =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

|X(ω1, ω2)|2dω1dω2. �����

9�&7 H�#�!�7 =)�$� ��&�A��A ��(�� ��'$%A ��! A" ��&�7 ����$��  !#"�����$� #!�
$��%� x(n1, n2) D7�"=�A |X(ω1, ω2)|2 &!'��H�E #��"���%)�7 P�%)��#�) ����$�8+ �#"�%)"!
����$��% &� =�E8 67�"=�8  ���&��E ��&��, ����$�8 #!$��%�

*�$� #�������&��	� �������
��� �
�
�	���� ������	


/�,(� &#�  !#"����� ��#%� �&��#�� � ��(7��)#A A" ��'7%)��� ��� #��&%���A  ��
A"!B ���%)�!B �������&�!B #!$��%�& .#�7E ��$��� ��'�!B #��#���& ��� #��&%���A ���
�����&�!B #!$��%�& 0 ��'"%� ���A & �A ! D7��E �� C�,%���+ ��'"%� ���A �� ����!�
$�������!H�!� ����$���%)�!� 67�"=�A� ��P�+ �%� '��H�� H�#��M� &!"��!#��&7E�)#A
����� !H��  !#"���!'�=�A+ P� '�"����+ ��&�A'��� �' ���#����� 88 ���%�'�=�8

1�&��� 2��
���$�� ��������(��
 �� ��#������#� ������

@����( "�%)"�B #��#���& 7'�$�%)����A � ��&!�����8 ����� !H��8  !#"���!'�=�8 ��
 &�&!����!, &!�� �" ��,��%)M ���#��� E ����� !H��  !#"���!'�=�A 7 ��A��"7��!B
"��� !����B ���A��"7���  !#"���!'�=�A� Y"P� xa(t1, t2) 0  &�&!����!, �������&�!,
#!$��%+ ��  !#"����!, #!$��% x(n1, n2)+ P� � ��(��� ' �)�$� M%AB�� ��A��"7���8  !#�
"���!'�=�8+ ��E &!$%A 

x(n1, n2) = xa(n1T1, n2T2), ���F�

 � T1+ T2 0  � ����  �,#�� #��%�+ &� ��� A" $��!'����%)�!, �� &���!"�%)�!, �����&�%!
 !#"���!'�=�8

�!B� AH! ' &!$%A 7 #6����&���8 ��"!� H!��� ��#%� �&��#��+ ����� '�A#7&��!+ H!
��(�� '� '��H���A�! x(n1, n2) &� ��&!�! #!$��% xa(t1, t2) �� A" '&�A'��� 67��E������&�����A
#!$��%�& x �� xa

@��M '� &#� &!'��H!��  &�&!����� �����&�����A D7��E  %A �������&�!B #!$��%�&1

Xa(Ω1,Ω2) ≡
∞∫

−∞

∞∫
−∞

xa(t1, t2) exp(−iΩ1t1 − iΩ2t2)dt1dt2, �����

xa(t1, t2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Xa(Ω1,Ω2) exp(iΩ1t1 + iΩ2t2)dΩ1dΩ2. �����

J#"�%)"! x(n1, n2) ≡ xa(n1T1, n2T2)+ ��

x(n1, n2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Xa(Ω1,Ω2) exp(iΩ1n1T1 + iΩ2n2T2)dΩ1dΩ2. �����



�
� -� ;������������ ������� �� ������

C���� �����&��!�� =�, &!��' ��"+ P�� � ��(��! �������� �����&�����A D7��E  %A
 !#"����!B #!$��%�& ����!�� '����7 ω1 = Ω1T1+ω2 = Ω2T2T =�  �#�) ��� ���&!%)�7
6���7 �"#�����=�,�!B ���(�!"�&

x(n1, n2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

1
T1T2

Xa

(
ω1

T1
,
ω2)
T2

)
exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. ���G�

@� &�,�!, ����$��% �� &#�, �%�P!�� (ω1, ω2) ��(�� ��'"%�#�! �� ��#"��H���7 ���
#%� �&��#�) ����$��%�&+ "�(�!, ' A"!B ��E "&� ����7 ��%�#�) ����$�7&���A �%�P�� 4π2
?�B�, SQ(k1, k2) ��� #��&%AE #���� "&� ����7 ��%�#�)

−π + 2πk1 ≤ ω1 < π + 2πk1, −π + 2πk2 ≤ ω2 < π + 2πk2.

C� � ���G� ��(�� �����!#��! ��"1

x(n1, n2) =
1

4π2

∑
k1

∑
k2

∫∫
SQ(k1,k2)

1
T1T2

Xa

(
ω1

T1
,
ω2

T2

)
exp(iω1n1 + iω2n2)dω1dω2. �����

Y"P� '����!�! ω1 �� ω1 − 2πk1+ ω2 �� ω2 − 2πk2+ ��(�� '�����$�! '�%�(��#�� ��(
����$�7&���A &� k1+ k2 , � ��(��!

x(n1, n2) =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

⎡
⎣ 1

T1T2

∑
k1

∑
k2

Xa

(
ω1 − 2πk1

T1
,
ω2 − 2πk2

T2

)⎤⎦×
× exp(iω1n1 + iω2n2) exp(−i2πk1n1 − i2πk2n2)dω1dω2.

���
�

	�7$!, �"#�����=�,�!, ���(�!"  ���&��E �  %A &#�B '��H��) =�%�H!#%�&!B '����!B n1+
k1+ n2 �� k2 J�(�+ ��E��

X(ω1, ω2) =
1

T1T2

∑
k1

∑
k2

Xa

(
ω1 − 2πk1

T1
,
ω2 − 2πk2

T2

)
, ���;�

P� #��&�� �E �' �������!� �����&�����A� D7��E+ ���

X(Ω1T1,Ω2T2) =
1

T1T2

∑
k1

∑
k2

Xa

(
Ω1 − 2πk1

T1
,Ω2 − 2πk2

T2

)
. �����

�!��' �����  �E ��� M7"��!, &'�E��'&�A'�" ��( �����&�����A�! D7��E �������&�
��$� ��  !#"�����$� #!$��%�& @��&7 H�#�!�7 =)�$� &!��'7 ��(�� ��'$%A ��! A" �����
� !H�� �� �&(���A+ ���  ���&����A 67�"=�8 Xa(Ω1,Ω2)+ A"�  �E ����� !H�7 67�"=��
Xa(Ω1T1,Ω2T2)

Y"P� �������&�!, #!$��% xa(t1, t2) E #!$��% �' ����(��!� #��"����+ ����� #��"��
'�,��E  �%A�"7 ����(���8 ����A(��#�� & H�#�����, �%�P!��+ &!��' �����  ��7#"�E
�� �%)M� #���P���A @����&�����A D7��E Xa(Ω1,Ω2) #!$��%7 �' ����(��!� #��"����
��E �7%)�&� '��H���A ��'�  �A"�� #"��H����� ��%�#�� �� �%�P!�� (Ω1,Ω2) @�!�7#�!�
��+ P� ����� !  !#"���!'�=�8 T1 �� T2 &!�����  �#!�) ��%!�!+ ��" P�

Xa(Ω1,Ω2) = 0  %A |Ω1| ≥ π/T1, |Ω2| ≥ π/T2. �����

C� � &!��' ����� #���P7E�)#A1

X(Ω1T1,Ω2T2) =
1

T1T2
Xa(Ω1,Ω2) ��! |Ω1 ≤ π/T1 �� |Ω2 ≤ π/T2. ���F�



-�'� �������)���� �������� ����������� �������� �
�

���H���A X(Ω1T1,Ω2T2) ��'� =�E� ��%�#�� &!'��H���)#A ����� !H��#�� X(Ω1T1,Ω2T2)
?� �!# ��� ��� #��&%��� '����(���A �����&�����A D7��E �' ����(��!� H�#����!�

#��"���� @���� !H�� ��&������A �����&�����A D7��E  �E ����� !H�7 67�"=�� 	��!
Xa(Ω1,Ω2) '� �&�%)�AE ��&�A��� �����+ ,�$� ��(�� &� ��&!�! �� X(Ω1T1,Ω2T2)1

Xa(Ω1,Ω2) =

{
T1T2X(Ω1T1,Ω2T2) ��! Ω1| < π/T1, |Ω2 < π/T2,

0 & ��M�� &!�� "�&.
��F��

"��� B�#(� /������		� &��������		� ?��'1 � ��!���	�! ������	�! �&�����!

�!��'!�� xa(t1, t2) H���' ,�$� �����&�����A D7��E �W1 = π/T1+ W2 = π/T2�

xa(t1, t2) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Xa(Ω1,Ω2) exp(iΩ1t1 + iΩ2t1)dΩ1dΩ2 =

=
1

4π2

W1∫
−W1

W2∫
−W2

T1T2Xa(Ω1T1,Ω2T2) exp(iΩ1t1 + iΩ2t1)dΩ1dΩ2

��F��

C���� '���#�!�� X(Ω1T1,Ω2T2) �� x(n1, n2)1

xa(t1, t2) =
1

4π2

W1∫
−W1

W2∫
−W2

T1T2

[∑
n1

∑
n2

x(n1, n2) exp(−iΩ1T1n1 − iΩ2T2n2)

]
×

× exp(iΩ1t1 + iΩ2t2)dΩ1dΩ2 =
T1T2

4π2

∑
n1

∑
n2

x(n1, n2)

W1∫
−W1

W2∫
−W2

exp[iΩ1(t1 − n1T1) + Ω2(t2 − n2T2)

=
∑
n1

∑
n2

x(n1, n2)
sin[W1(t1 − n1T1)]

W1(t1 − n1T1)
sin[W2(t2 − n2T2)]

W2(t2 − n2T2)
.

��F��
�!��'! ���F�+ ��F�� �� ��F�� 7�&�����) �#��&7  &�&!�����8 ������� �	��	�	� NA

������� #�&�� (7E+ P� �������&�!, #!$��% �' ����(��!� #��"���� ��(� �7�! &� ��&%��
�!, '� '��H���A�! ,�$� &� %�"�& 	%A '���'��H���A 7��&! ����� �����&�%!  !#"���!'�=�8
T1 �� T2 ����) �7�!  �#!�) ��%!�!+ ���+ P� ��( #���+ #������ ����������	� 2W1 ��
2W2 ����) �7�!  �#!�) &�%!"!�!

?������&�!, #!$��% �' ������(��!� #��"���� ��"�( ��(�� �� ���A "7&��!  !#�
"���!'�=�8+ �%� 7 =)��7 ��'� &!��'! ���F� �� ��F�� �� #���& (7��)#A+ �#"�%)"! '�



�
� -� ;������������ ������� �� ������

����� !H��$� ��&������A ����� & ��%�#�) |Ω1T1| < π+ |Ω2T2| < π �7 7�) &��#!�! &���
#�" , ��M� "���8 Xa(Ω1,Ω2) N� A&!P�+ A" � ��! �����=� � ��&!����!B #!$��%�&+ ��E
��'&7 �6�"�7 ��"%� ���A+ �#"�%)"! &!#�"�H�#����� "��������! �7 7�) [��#"7&��!#)S
�� �!')"�H�#����� "��������! X(Ω1T1,Ω2T2)

1�&��� 2��
���$�� ��������(��
 ��� ���
����#� �����
 ��������(��
<

@��A��A ��A��"7���8  !#"���!'�=�8 %�$"� 7'�$�%)�!�! Y"P� &!'��H!�!  &� %���,�
�� ��'�%�(�!B &�"���! v1 = (v11, v21)T + v2 = (v12, v22)T + �� ��(�� ��!#��! ��'��M7&��
��A  &�&!�����8 ����� !H��8 ���(!�! &� %�"�& �� �%�P!�� (t1, t2) ��"!� H!���1

t1 = v11n1 + v12n2, t2 = v12n1 + v22n2, ���t = Vn, ��FG�

 � t = (t1, t2)T + n = (n1, n2)T + V = [v1,v2] /���!=A V ��'!&�E�)#A ����!=��  !#"���
�!'�=�8 |V| �= 0

"��� B�#*� "����4���		� �
��
�
� 	� &���	
 (t1, t2)� � ���	���8���� �������!� v1� v2

	!#"���!'�=�A �������&��$� #!$��%� xa(t) 7�&���E  !#"����!, #!$��% x(n) ≡
xa(Vn) �� ��� &�"��� H�#��� ΩΩΩ = (Ω1,Ω2)T 

@����&�����A D7��E #!$��%� x(n) 7 &�"����!B ��'��H���AB ��E &!$%A 

X(ωωω) =
∑
n

x(n)e−iωωωT n. ��F��

 � ωωω = (ω1, ω2)T  C� �

x(n) =
1

4π2

π∫
−π

X(ωωω)eiωωωT ndωωω. ��F
�

J#"�%)"! x(n) � ��(7E�)#A ' xa(t)  !#"���!'�=�E�+ ��(�� ���!#��!

x(n) = xa(Vn) =
1

4π2

∞∫
−∞

Xa(ΩΩΩ)eiΩΩΩT VndΩΩΩ. ��F;�

����P���A ωωω = VTΩΩΩ  �E

x(n) = xa(Vn) =
1

4π2

∞∫
−∞

1
|V|Xa([VT ]−1ωωω)eiωωωT ndωωω. ��F��



-�'� �������)���� �������� ����������� �������� �
�

Y" � ����M�+ ����$�7&���A �� �%�P!�� ωωω ��� #��&%AE�)#A A" ��#"��H���� #7�� ���
��$��%�& �� "&� ����!� ��%�#�A� <�'7%)��� E ���%�$�H�!, &!��'7 ���
� 	�%�

x(n) =
1

4π2

π∫
−π

[
1
|V|Xa([VT ]−1(ωωω − 2πk))eiωωωT ne−i2πkT n

]
dωωω, ��F��

 � k 0 &�"��� =�%�H!#%�&!B '��H��) 	�7$!, �"#�����=�,�!, ���(�!"+ A" � ����M�+
'�&( !  ���&��E �+ ���7 ����&�A��A ��F�� �� ��F
� ��!'&� !�)  � &!��'7

X(ωωω) =
1
|V|
∑
k

Xa([VT ]−1(ωωω − 2πk)), ��FF�

���

X(VTΩΩΩ) =
1
|V|
∑
k

Xa(ΩΩΩ − Uk), ������

 � U 0 ����!=A+ P� '� �&�%)�AE 7��&7

UTV = 2πE, ������

E 0 � !�!H�� ����!=A ��'���7 2× 2 �!��' ������ ��#�!�) M7"��!, '&�A'�" ��( �����
�&�����A�! D7��E #!$��%�& x(n) �� xa(t)

� ��'� ��A��"7���8  !#"���!'�=�8 ����!=� V �� U ��!,����) &!$%A 

V =
[
T1 0
0 T2

]
; |V| = T1T2, U =

⎡
⎢⎣

2π
T1

0

0
2π
T2

⎤
⎥⎦ =

[
2W1 0

0 2W2

]

� &!��' ������ '&� !�)#A  � �����
X(VTΩΩΩ) ��(�� ��'$%A ��! A" ����� !H�� �� �&(���A Xa(ΩΩΩ)+ �%� ����� ����� !�

H��#�) '� �E�)#A ����!=�� U+ A"� ��� #��&%AE #���� ����� '  &�B &�"����& ����� !H���
#�� u1 �� u2

X(VT (ΩΩΩ + Uk)) = X(VT (ΩΩΩ + 2πk)) = X(VTΩΩΩ).

<�'$%A���� �������&�!, #!$��% xa(t) ' �����&�����A� D7��E+ A"� ��"�'��� �� �!#
���\ Y"P�  !#"���!'�=�� xa(t) &!"��7&��! '$� �� ����!=�  !#"���!'�=�8

V =
[
1 1
1 −1

]
,

A"� &� ��&� �E ��'��M7&���� &� %�"�&+ ��"�'��!B �� �!# ��G+ �� 67�"=�A Xa(ΩΩΩ) �7 �
����� !H�� ��&����&��!#) '$� �� ����!=� ����� !H��#��

U =
[
π π
π −π

]
.

J�(�+ X(VTΩΩΩ) A" 67�"=�A &� ΩΩΩ+ P� &!'��H�E�)#A ������+ �7 � &!$%A ��! A" ��"�'���
�� �!# ���

<�'$%A���� '��&7 &�(%!&!, &!�� �" �������&��$� #!$��%� xa(t) ' ����(��!� #���
"���� @����&�����A D7��E Xa(Ω) ����(�)�  ���&��E �7%� ��'� ��%�#�� #"��H����8
����A(��#�� B+ A"7 ��'!&���) �����" #����� ������H! ����!=�  !#"���!'�=�8 V+
��(�� ����!=� ����� !H��#�� U �� �����! ��"+ P�� �� �7%� ����"�!&���A "���, Xa(ΩΩΩ)
7 ���&�, H�#�!�� ������+ P� ����� !H�� ��&������)#A N!� #��!� �! '���'��H7E��



�
� -� ;������������ ������� �� ������

"��� B�#,� 3��
����	� ��	��
� X(VTΩΩΩ) � !������8 �����������
% V

&� #7���#�) ��"%� ��) C� �  %A '��H��) VTΩΩΩ+ P� ��#�A�)#A & "&� ���� �' ��"��!  �&�
(!��� 2π �� =������ & ��H��"7 "��� !���+ &!��' ������ #���P7E�)#A1

X(VTΩΩΩ) =
1
|V|Xa(ΩΩΩ). ������

J�(�+ 67�"=�� Xa(ΩΩΩ) ��(�� &� ��&!�! �� 67�"=�8 X(VTΩΩΩ)+ � �������&�!, #!$��%
xa(t) 0 �� ��#%� �&��#�� x(n)

Xa(ΩΩΩ) =

{
|V|X(VTΩΩΩ), ΩΩΩ ∈ B

0 & ��M�� &!�� "�&
����G�

�!"���E�� �������� �����&�����A D7��E 67�"=�,+ P� ��#�A�)#A '%�&� �� #���&� &� 
'��"7 ��&��#��+ �� &!��'!�� X(VTΩΩΩ) H���' '��H���A &� %�"�& x(n1, n2)+ � ��(!�� &!��'+
P� ���%�$�H�!, &!��'7 ��F��1

xa(t) =
|V|
4π2

∑
n

x(n)
∫
B

exp[iΩΩΩT (t − Vn)]dΩΩΩ. ������

C7� ����$��% �����)#A �� #�7'� B & �%�P!�� H�#���

xa(t) =
∑
n

x(n)f(t − Vn), ����
�

f(t) =
|V|
4π2

∫
B

exp[iΩΩΩT t]dΩΩΩ ����;�

:��������	)�� 
���	� f(t) �� �E ��(%!&�#�) &� ��&!�! '��H���A xa(t) 7 ��H"�B+
P� ��#�A�)#A ��( &� %�"��! t = Vn

.' ������ &! ��+ P� �����&�����A D7��E  !#"�����$� #!$��%� x(n)  �E ��#%� �&�
��#�) '&�(��!B "���, Xa(ΩΩΩ)+ P� ����� !H�� ��&������)#A /���!=A ����� !H��#�� U



-�'� �������)���� �������� ����������� �������� �
�

&!'��H�E  &� %���,�� ��'�%�(�!B ����A�"!+ & A"!B ' �,#��E�)#A ��&������A Xa(ΩΩΩ)
	%A &!��M���A ��#��&%���8 '� �H� #%� &!�!���! U ��"+ P�� �� �7%� ����"�!&��) �"���
�!B "���, Xa(ΩΩΩ) � &� ��&� �� �7%� &� #7��E ��"%� ���A � =)��7 ��'� Xa(ΩΩΩ) '� �&�%)�AE
��&��#�� ����G�

�!��� ����!=� ����� !H��#�� U &!'��H�E ����!=�  !#"���!'�=�8 V+ �#"�%)"! U ��
V '&�A'��� #��&&� ��M���A� ������ � '�$�%)���7 &!�� "7 &!��� U �� E � ��'��H�!,1 '�
&� ��&� ��8 P�%)��#�� &� %�"�& t �7 )�A"!, #!$��% �' ����(��!� #��"���� ��(�� ��� �
#��&!�! �� ��'�!� ��#����  !#"���!'�=�8 L%� ��(��� ��� #��&%A�! xa(t) ������%)���
"�%)"�#�� &� %�"�&

_�%)��#�) &� %�"�& �"�%)"�#�) &� %�"�& �� � !�!=� �%�P!�!� #"%� �E 1/|V| /��
����'�=�A =�E8 &�%!H!�! E �"&�&�%����� ������'�=�8 |U| C��7 ����� &!�!���! ����!=�
����� !H��#�� U �' ������%)�!� '��H���A� |U|+ "�%! '���'��H7E�)#A &� #7���#�) ��"%��
 ���A  %A "��"�����8 6���! #�7$! H�#��� B #!$��%�

1�&��� 2��
���� ��#������< �� �������������< ��������(��
<

	%A �7 )�A"�$� #!$��%� �' ����(��!� #��"���� ��(�� '�������7&��! ��'%�H ���
��!=) ����� !H��#�� U �� ����!=)  !#"���!'�=�8 V L%� ���"�!H�� &!"��!#��&7��)#A
%!M�  &� &������! 0 ��A��"7��� �� �������������  !#"���!'�=�8 	%A ��A��"7���8  !#�
"���!'�=�8+ ��'$%A�7��8 7 ������ �)��7 ��' �%�+ B���"�����  ��$���%)�� ����!=A  !#�
"���!'�=�8 V

5�"#�$���%)��,  !#"���!'�=�8 &� ��&� �E ����!=A  !#"���!'�=�8 &!$%A 7

V =
[
T1 T1

T2 −T2

]
. ������

<�#�� &� %�"�&  %A $�"#�$���%)��8 ����!=�  !#"���!'�=�8 ��&� ��� �� �!# ��


"��� B�#-� <������	���	� ����� �����������
%

<A "! ��#��7 ��&������)#A H���' � !�+ ��! =)��7 ������� �A "! '#7�7�� &� ��#��
����!B �� ��&����� 7 C����� [$�"#�$���%)�!,S &!"��!#��&7E�)#A ���7+ P� ��! T2 =√

3T1 "�(�!, &� %�" �7 � ���! M�#�) ��&��&�  �%��!B #7#� �&
�� ��&� �� ����!=A ����� !H��#�� ��E &!$%A 

U =
[
u1 u1

u2 −u2

]
, ������

 � u1 = π/T1+ u2 = π/T2 J#��%!&!, ������# ��� #��&%AE M�#�!"7��� ��%�#�) �' �����
������! W1+ W2+ W3+ A"7 ��&� ��� �� �!# ��;



�
	 -� ;������������ ������� �� ������

"��� B�#.� <������	���	� ����� �����������
%

N� ��������! '&�A'��� �' ����������! ����� !H��#�� u1 �� u2 ��"!� H!���1

u1 = W1 + 1/2W3; u2 = W2. ����F�

@���&�AE�� &� ��#�7 �6�"�!&��#�) ��A��"7���$� �� $�"#�$���%)��$� ��#���  !#�
"���!'�=�8  &�&!�����$� �������&��$� #!$��%� ' H�#����!� #��"����+ P� ����(���
"�7$�&�� ��%�#�� H�#��� 	&�&!����� �����&�����A D7��E ��"�$� #!$��%� '� �&�%)�
�AE 7��&7

Xa(Ω1,Ω2) = 0  %A Ω2
1 + Ω2

2 ≥ W 2. ������

��7$�&7 ��%�#�) H�#��� ��(�� &�!#��! 7 "&� ��� '� #������� 2W ��� 7 M�#�!"7�
��!" '� #������� 2W/

√
3 C�(+ H�#����!,  ����'�� #!$��%� ��(�� &&�(��! ����(��!�

��� "&� ������+ ��� M�#�!"7����  �%A�"�� H�#�����8 �%�P!�!
@���� !H�� ��&������A "&� �����8  �%A�"! &� ��&� �E  !#"���!'�=�8 �� ��A��"7�

����7 ��#��� � =)��7 ��'� ����!=A  !#"���!'�=�8 ��E &!$%A 

Vpr =
[
π/W 0

0 π/W

]
, |Vpr| =

π2

W 2
. ������

� ��, (� H�#+ ��(�� &!"��!#���! ����!=� $�"#�$���%)��8  !#"���!'�=�8

Vgekc =

⎡
⎣

π√
3W

π√
3W

π

W
− π

W
π/W

⎤
⎦ , |Vgekc| =

π2

W 2

2√
3
. ������

J#"�%)"! P�%)��#�) &� %�"�& ������=�,�� 1/|V|+ �� &! ��+ P�  %A � ��$� , ��$� ( #!�
$��%�+ #��"�� A"�$� ����(��� "�7$��+ $�"#�$���%)��  !#"���!'�=�A ������7E ��

√
3/2

���M� &� %�"�&+ ��( ��A��"7��� 	�,#��+  %A #!$��%� ' "�7$�&!� H�#����!� #��"����
$�"#�$���%)��  !#"���!'�=�A E ��,��%)M �6�"�!&��



���&�� �

������ �!��!" 2�!� 3'$-

J����"� '����(��) & M!��"��7 #��#� �'��H�E &!"�����A ��'�!B �����=�, �� ���
$���&!����!�! #!$��%��! ���%�&�'�,�� '����(���A+ 6���$��6�8 ��P��

N�%�+ P� E ����� �����"! ��$���&!����!B #!$��%�&+ ��'�� L%� 7 ��%)M�#�� &!�� "�&
&��! ��(7�) �7�! &� ��#���  � � ��E8 ' ��#�7��!B H��!�)�B "���$���,1 ��"��P���A '��
���(��)+ �6�"�!&�� "� 7&���A '����(��)+ ��'��'��&���A ����'�& �� ��M!��� $��6�"�
Y"P� &&�(��!+ P� �����"� '����(��) &!"��7E�)#A  %A 7#7����A &!"�!&%��)+ P� &(�
&!�!"%! & '����(����+ �� ��"7 �����"7 ��'!&���) ��#��&�7&���A� '����(��)

/�M!��� $��6�"� 0 =� ��%�#�) �����"! '����(��)+ A"� �B��%�E &&� '����(��)
& RJ/ �� 8B��, &!&� �� RJ/+ &� ��&� �� ���$���7&���A �� ����%��!+ A"� ��&�A'��� '
��$���'�=�E�  ��!B

,��� 9������+��! ���� �������
��� &�3��;���

3����� 2����������� ����������% (�0��+���

<�'�� �% ����$�8 #&��%�&�$� &!�������&���A �� ���#����&!� "��� !����� x, y+ H�#7
t ��  �&(!��� B&!%) λ+ ��!#7E�)#A 67�"=�E� C(x, y, t, λ)

J#"�%)"! ����$�A &!�������&���A ������=�,�� "&� ���7 ���%��7 ! �%�"��!H��$�
��%A+ �� &��� A&%AE�)#A  �,#��� ��  � ����� &�%!H!��� ���� ��$�+ & #!#����B &� �����
(���A ��6����=�8 ������ & &� ��#!#����B� ��"#!��%)�� A�"�#�) '����(���A &��#%� �"
��B��H�!B B���"���!#�!" A&%AE�)#A ����(���� &�%!H!���+ ,+ ��(�1

0 ≤ C(x, y, t, λ) ≤ A, ����

 � t � ��"#!��%)�� A�"�#�) '����(���A
<�'���! '����(���A ��"�( ����(��� ��#%� �&��#��+ P� 6���7E+ �� #��� �&!P��

&� �&���&���A ������ '�#����! ��'$���"!+ �"���7� � ����� #���P���A �7 ��� &&�(��
�!+ P� '����(���A &� ��'�A��)#A &� �7%A ��%)"! & ��A��"7���, ��%�#��+ A"� &!'��H��
E�)#A A"

−Lx ≤ x ≤ Lx; −Ly ≤ x ≤ Ly. ����

J#"�%)"! '����(���A #��#����$�E�)#A ��� �&( &!'��H���$� #"��H���$� H�#7 −T ≤
t ≤ T + �� &�%!H!�� C(x, y, t, λ) A&%AE�)#A ����(���� 67�"=�E� H��!�)�B '����!B+ A"�
����) ����(��� ��%�#�� &!'��H���A

�� H7��A #&��%��!+ P� &!�!"�E & '���&�, #!#���� %� !�!+ '�'&!H�, &!'��H�E�)#A
�!��E&�� A�"�#�� #&��%�&�$� ��%A+ ����� &�%!H!���

Y (x, y, t) =

+∞∫
0

C(x, y, t.λ)Vz(λ)dλ, ��G�



��
 .� <������ � �� �� )� ��:�%

 � Vz(λ) � #��"���%)�� H7�%!&�#�) '��7
�� H7��A "�%)��7 ��(�� ��!#��! ������� ��" '&��!B "��� !��� "�%)��7 �������

=�,�� �����#!&��#�� H��&���$�+ '�%���$� �� �%�"!���$� "�%)���&+ #7��M A"!B  �E '� ��!,
"�%�� 	%A  �&�%)��8 H��&����'�%�����%�"!���8 #!#���! ����H�� '��H���A "��� !���  ��
��&����)

R(x, y, t) =

+∞∫
0

C(x, y, t.λ)Rs(λ)dλ,

G(x, y, t) =

+∞∫
0

C(x, y, t.λ)Gs(λ)dλ,

B(x, y, t) =

+∞∫
0

C(x, y, t.λ)Bs(λ)dλ,

����

 �1 R(λ)+ G(λ)+ B(λ)+ � '��H���A &� ��&� ��8 H��&���8+ '�%���8 �� �%�"!���8 �!���!B
"��� !���+ P�  ���&����) "��� !����� "�%)��7 ����B�����!H��$� &!�������&���A
� !�!H��8 �����#!&��#�� �'  �&(!��� B&!%� λ

� ����� #���P���A �7 ��� &&�(��!+ P� '����(���A+ A"� #6����&���  �A"�� 6��
'!H��� #!#�����+ ��!#7E�)#A 67�"=�E� F (x, y, t)+ ��! =)��71

��  %A � ��"�%)���&�8 #!#���! F (x, y, t) &!'��H�E ��'�� �% A�"�#�� ���� ��M�8 6��
'!H��8 &�%!H!�!+ P� '&�A'��� �' A�"�#���T

��  %A "�%)���&!B #!#��� F (x, y, t) '� �E � �7 ' "��� !��� "�%)��7
���� �A '� H�#�� A�"�#�) '����(���A &  ���, ��H=� (x, y) &!'��H�E�)#A A"

F (x, y, t)T = lim
T→∞

⎧⎨
⎩ 1

2T

T∫
−T

F (x, y, t)L(t)dt

⎫⎬
⎭ , ��
�

 � L(t) � H�#�&� 67�"=�A &�$!
@��#����&� #��� �A A�"�#�) & ������ H�#7 t &!'��H�E�)#A A"

F (x, y, t)T = lim
Lx→∞
Ly→∞

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
4LxLy

Lx∫
−Lx

Ly∫
−Ly

F (x, y, t)L(t)dxdy

⎫⎪⎬
⎪⎭ . ��;�

� #!#����B &� ��&%���A '����(��) ��'��$� �!�7 �� �%� �������!H��$� ��!#7 '��
���(���A ��(7�) �7�! ��'�!�! ��"����1

& ����"=�,�!B ��!#���AB+ "�%! '����(���A �� '����E�)#A & H�#�+ '����� t & 67�"=�8
F (·) &� #7��AT

& &� ��#!#����B �"�������$��6�H�!B+ ��%�&�'�,�!B� ��$7���� t & 67�"=�8 F (·) '���
��E�)#A  !#"�����

�������� 7��#�
� �� ��� �� �

�!�$7%A��� ��������! M!��"� &!"��!#��&7��)#A ��! ���%�'�  &�&!����!B #!#���+
�#��%!&� #!#���+ & A"!B ' �,#��E�)#A  !#"���!'�=�A �������&�!B 67�"=�, 	&�&!�����



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

δ�67�"=�A 	���"� E #!�$7%A��!� ���������� ' ��"!�! &%�#�!&�#�A�!1

δ(x, y) =

{
∞, x = 0, y = 0,
0 & ��M�� &!�� "�&,

���\�

δ(x − ξ, y − η) =

{
∞, x = ξ, y = η,

0 & ��M�� &!�� "�&,
���i�

ε∫∫
−ε

δ(x, y)dxdy = 1 ��! ε > 0, ���>�

+∞∫∫
−∞

F (ξ, η)δ(x − ξ, y − η)dξdη = F (x, y). ���d�

	&�&!����� δ�67�"=�A ��(� �7�! ��"�( &!'��H��� A" $���!=A  �A"!B 67�"=�,1
��A��"7���8 67�"=�8

δ(x, y) = lim
α→∞[α2rect|αx|rect|αy|],

"�7$�&�8 67�"=�8

δ(x, y) = lim
α→∞[(α2/π)cirk|α

√
x2 + y2|],

$�7#�&�8 67�"=�8

δ(x, y) = lim
α→∞[α2 exp[−α2π(x2 + y2)]],

W�V>�67�"=�8

δ(x, y) = lim
α→∞[α2sinc(αx)sinc(αy)],

��##�%E&�8 67�"=�8

δ(x, y) = lim
α→∞

[
αJ1(2πα

√
x2 + y2)√

x2 + y2

]
,

 �

rect(x) =

{
1, |x| ≤ 1/2,
0, |x| > 1/2;

cirk(r) =

{
1, r ≤ 1,
0, r > 1;

sinc(x) = sin πx/πx. ����

� &!"��!#����A� &%�#�!&�#�� δ�67�"=�8 ���d�+ 67�"=�� �� &B� � #!#���! ��(��
��� #��&!�! A" &!&�(��7 #7�7 δ�67�"=�,

F (x, y) =

+∞∫∫
−∞

F (ξ, η)δ(x − ξ, y − η)dξdη, ��F�

 � f(ξ, η) 0 &�$�&!, ���(�!" δ����7%)#7+ A"!, ��E "��� !���! ξ, η �� �%�P!�� (x, y)
Y"P� 67�"=�A �� &!B� � %���,��8 #!#���!

G(x, y) = L[F (x, y)],



��� .� <������ � �� �� )� ��:�%

��

G(x, y) = L
⎧⎨
⎩

+∞∫∫
−∞

F (ξ, η)δ(x − ξ, y − η)dξdη

⎫⎬
⎭ , ����\�

G(x, y) =

+∞∫∫
−∞

F (ξ, η)L{δ(x − ξ, y − η)}dξdη, ����i�

D7�"=�A
H(x, y; ξ, η) ≡ L{δ(x − ξ, y − η)} �����

'&��)#A ���7%)#�!� &� $7"��  &�&!�����8 #!#���! .��7%)#�!, &� $7" ���!H��8 #!#���!
H�#�� ��'!&���) 67�"=�E� ��'#��&���A ��H"! ����P���A ���7%)#��$� &� $7"7 & ����i�
 �E ����$��% #7�����'!=�8

G(x, y) =

+∞∫
−∞

F (ξ, η)H(x, y; ξ, η)dξdη. �����

9���,��  &�&!����� #!#���� ��'!&�E�)#A ���#����&����&���������+ A"P� 88 ���7%)�
#�!, &� $7" '�%�(!�) ��%)"! &� ��'�!=) "��� !��� x−ξ, y−η 	%A ���#����&����&��������8
#!#���!

H(x, y; ξ, η) = H(x − ξ, y − η). ���G�

.���$��% #7�����'!=�8  %A ��"�8 #!#���!

G(x, y) =

+∞∫∫
−∞

F (ξ, η)H(x − ξ, y − η)dξdη �����

��'!&�E�)#A ����$��%�� '$���"! J����=�A '$���"! #!�&�%�H�� '��!#7E�)#A A"

G(x, y) = F (x, y) ∗ H(x, y). ���
�

3����� *����#
��� ����������� �����

� ��'7%)����  &�&!�����$� �����&�����A D7��E 67�"=�8 F (x, y)+ A"� ��!#7E '�����
(���A+ � ��(7E�� #��"�� =)�$� '����(���A+ P� &!'��H�E�)#A A"

F(ωx, ωy) =

+∞∫∫
−∞

F (x, y)e−i(ωxx+ωyy)dxdy, ���;�

 � ωx+ ωy 0 ���#����&� H�#���! �'�$�%� #��"�� F(ωx, ωy) E "���%�"#��� &�%!H!���1

F(ωx, ωy) = R(ωx, ωy) + iI(ωx, ωy).

���"�� ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A � ���%��7 ! �� 6�'!1

F(ωx, ωy) = A(ωx, ωy)eiΦ(ωx,ωy);

A(ωx, ωy) = R2(ωx, ωy) + I2(ωx, ωy);

Φ(ωx, ωy) = arctg
I(ωx, ωy)
R(ωx, ωy)

.



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

	�#����)�� 7��&�� �#�7&���A D7��E�#��"��� 67�"=�8 F (x, y) A&%AE�)#A ��#�%����
����$��&���#�) =�E8 67�"=�8+ ����� 7��&�

+∞∫∫
−∞

|F (x, y)|dxdy < ∞.

�!B� �� 67�"=�A f(x, y) ��(� �7�! &� ��&%��� '�  �����$�� ��������$� �����&��
����A D7��E

F (x, y) =
1

4π2

+∞∫∫
−∞

F(ωx, ωy)ei(ωxx+ωyy)dωxdωy. �����

J#"�%)"! A ��  &�&!�����$� �����&�����A D7��E E �� �%)�!�+ =� �����&�����A ���
(� &!"��7&��!#) &  &� ����! ���H��"7 '��B� !�)#A

Fy(ωx, y) =

+∞∫
−∞

F (x, y)e−iωxxdx, �����

� �����

F(ωx, ωy) =

+∞∫
−∞

Fy(ωx, y)e−iωyydx, ���F�

�������� �
���	��� �� �	� ���� �� 9:

� Y"P� 67�"=�A F (x, y) E �� �%)��� �� ���#����&!� '����!�+ ��" P�

F (x, y) = fx(x)fy(y),

��
F(ωx, ωy) = fx(ωx)fy(ωy),

 � fx(ωx)+ fy(ωy) 0 � ��&!����� D7��E�#��"��! 67�"=�, fx(x) �� fy(y)
Y"P� F(ωx, ωy) 0 D7��E�#��"�� 67�"=�8 F (x, y)+ �� F∗(−ωx,−ωy) A&%AE�)#A D7��E�

#��"���� 67�"=�8 F ∗(x, y)+  � ∗ �'��H�E "���%�"#�7 #��%7H���#�) Y"P� 67�"=�A F (x, y)
E #!����!H���+ ����� F (x, y) = F (−x,−y)+ �� F(ωx, ωy) = F(−ωx,−ωy)

� J������� �����&�����A D7��E E �	�	)���1

LF{aF1(x, y) + bF2(x, y)} = aF1(ωx, ωy) + bF2(ωx, ωy), �����

G �����&���A ���!%� ���#����&!B '����!B ��!'&� !�)  � ��������$� '����&���A
���!%� ���#����&!B H�#��� �� ������=�,���7 '����&���� '��H��) #��"���1

LF{F (ax, by)} =
1

|ab|F(ωx/a, ωy/b). �����

J�(�+ #�!#"���A &' �&( � ��E8 ' �#�, �%�P!�! (x, y) ��!'&� !�)  � ��'�A$7&���A
&' �&( &� ��&� ��8 �#� H�#�����8 �%�P!�! � ��&��"! C�"�( ' �,#��E�)#A � ������=�,��
'����&���A '��H��) #��"��7

� D��� �'����&���A "��� !���� �� &!B� ��, �%�P!�� ��!'&� !�)  � 6�'�&!B '���
��&��) �� H�#�����, �%�P!��1

LF{F (x − a, y − b)} = F(ωx, ωy)e−i(ωxa,ωyb). �����

?�&��"!+ '#7& 7 H�#�����, �%�P!�� ��!'&� !�)  � 6�'�&!B '����&��) &!B� ��8 67�"=�81

L−1
F {F(ωx − ax, ωy − by)} = F (x, y)ei(axx+byy) ���G�



��� .� <������ � �� �� )� ��:�%


 D������ D7��E�#��"�� 67�"=�8+ A"!, � ��(��� &��#%� �" '$���"!  &�B 67�"=�,+
 ���&��E  ��7�"7 #��"���& &!B� �!B 67�"=�,1

LF{F (x, y) ∗ H(x, y)} = F(ωx, ωy)H(ωx, ωy). �����

J������� ������� #�&�� (7E+ P�

LF{F (x, y)H(x, y)} = F(ωx, ωy) ∗ H(ωx, ωy). ���
�

; ,������ 5��������
	&� ��� #��&%���A ����$�8 '����(���A 0 H���' 67�"=�� f(x, y) �� D7��E�#��"��

F(ωx, ωy) 0 '&�A'��� ��"!� H!���1

+∞∫∫
−∞

|F (x, y)|2dxdy =
1

4π2

+∞∫∫
−∞

|F(ωx, ωy)|2dωxdωy. ���;�

� C������ ��� ������ ����������	)��� 
���	�
D7��E�#��"�� �&��"���%A=�,��8 67�"=�8 '����(���A  ���&��E "&� ���7 �� 7%A D7��E�

#��"��7 =)�$� '����(���A1

LF

⎧⎨
⎩

+∞∫∫
−∞

F (α, β)F ∗(α − x, β − y)dαdβ

⎫⎬
⎭ = |F(ωx, ωy)|2. �����

� =������ ����������' ��'	���'
D7��E�#��"��! ���M!B ���#����&!B ��B� �!B 67�"=�8 F (x, y) '&�A'��� ' 88 D7��E�

#��"���� #��&&� ��M���A�!1

LF
{

∂F (x, y)
∂x

}
= −iωxF(ωx, ωy), �����

LF
{

∂F (x, y)
∂y

}
= −iωyF(ωx, ωy), ���F�

���"�� 9��%�#����  ���&��E

LF
{

∂2F (x, y)
∂x2

+
∂2F (x, y)

∂y2

}
= −(ω2

x + ω2
y)F(ωx, ωy), ��G��

C������ ��� �����&�����A D7��E '$���"! ����� &!A&%AE�)#A &�%)�! "��!#�!� '��
#���� ��! ���%�'� %���,�!B #!#��� <�'$%A���� 67�"=�� F (x, y)+ A"� ��!#7E '����(���A
�� &B� � %���,��8 #!#���! �' ���7%)#�!� &� $7"�� H(x, y) �����(���A �� &!B� � ��!#7�
E�)#A 67�"=�E� G(x, y)+ P� � ��(7E�)#A &��#%� �" '$���"!1

G(x, y) =

+∞∫∫
−∞

F (α, β)H(x − α, y − β)dαdβ. ��G��

�!"���E�� �����&�����A D7��E ���B H�#�!� =�E8 ��&��#�� � '���!�� ���A �" ����$�7&���A
& ,�$� ���&�, H�#�!��

G(ωx, ωy) =

+∞∫∫
−∞

F (α, β)

⎡
⎣+∞∫∫
−∞

H(x − α, y − β)e−i(ωxx+ωyy)dxdy

⎤
⎦ dαdβ.



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

�$� �� ������� ��� '#7& ����� &�7���M��, ����$��%  ���&��E  ��7�"7 #��"��� 67�"=�8
H(x, y) �� �"#�����=�,��$� ���(�!"� 6�'�&�$� '#=&7 C��7

G(ωx, ωy) =

+∞∫∫
−∞

F (α, β)H(ωx, ωy)e−i(ωxα+ωyβ)dαdβ.

@����&�����A D7��E  �E

G(ωx, ωy) = H(ωx, ωy)F(ωx, ωy).

J������� �����&�����A D7��E  �E 67�"=��+ A"� ��!#7E '����(���A �� &!B� �1

G(x, y) =
1

4π2

+∞∫∫
−∞

H(ωx, ωy)F(ωx, ωy)ei(ωxx+ωyy)dωxdωy. ��G��

�!��'! ��G�� �� ��G�� A&%A��) #����  &� �%)������!&�!B #��#��! &!'��H���A
&!B� ��$� '����(���A %���,��8 ���#����&����&��������8 #!#���! �!��� ��$� H! ��M�$�
�� B� 7 '�%�(!�) &� '� �H�+ P� &!��M7E�)#A

3����� B#��
��
���� ���� ����������% (�0��+���

Y"P� '����(���A E '�M7�%��!�+ �� ,�$�  �&� !�)#A ��'$%A ��! A" &!�� "�&!,
���=�# F (x, y, t) �!�� "�&!, ���=�# #��&�� ��!#7E�)#A #��%)��� P�%)��#�� ���&����#��

p{F1, F2, . . . , FN ;x1, y1, t1, x2, y2, t2, . . . , xN , yN , tN}. ��GG�

.�� �  %A P�%)��#�� ���&����#�� p(F ;x, y, t) ��(�� �� �����! & �%7 �� �%) ' 6�'!�
H�!B ���"7&��) ��� �� Q�7��� &!����&��) ?���!"%� + P�%)��#�) ���&����#�� &!�� "��
&�$� M7�7 & �%�"�����!B �����&���&�H�B '����(��) $���� �� �%�E�)#A P�%)��#��

p(F ;x, y, t) =
1√

2πσ2
F (x, y, t)

exp
{
− [F (x, y, t) − ηF (x, y, t)]2

2σ2
F (x, y, t)

}
, ��G��

 � ��������! ηF (x, y, t) �� σ2
F (x, y, t) #7�) #��� �E ��  !#���#�A M7�7

_�%)��#�) ���&����#�� A�"�#�� ��E �7�! � ����H���+ �#"�%)"! A�"�#�) ��!,��E ��%)�
"!  � ���� '��H���A � A"�#�� �� �%�, P�%)��#�� ���&����#�� A�"�#�� '�#��#�&7��) P�%)�
��#�) ��'�� �%7 ���&����#��, <�%EA

p(F : x, y, t) =
F (x, y, t)

α2
exp
{
− [F (x, y, t)]2

2α2

}
. ��G
�

_�%)��#�) %�$��!6��H��$� �����%)��$� ��'�� �%7

p(F : x, y, t) =
1√

2πF 2(x, y, t)σ2
F (x, y, t)

exp
{
− [ln[F (x, y, t)] − ηF (x, y, t)]2

2σ2
F (x, y, t)

}
��G;�

� P�%)��#�) �"#�����=�,��$� ��'�� �%7

p(F : x, y, t) = αe−α|F (x,y,t)|. ��G��

N� P�%)��#�� &!'��H��� ��! F > 0+ α 0 #��%�
_�%)��#�) ��&�������$� ��'�� �%7

p(F : x, y, t) = 1/(2π), −π ≤ F ≤ π ��G��



��� .� <������ � �� �� )� ��:�%

E '&!H��� �� �%%�  %A 6%7"�7�=�, 6�'! &!�� "�&�$� ���=�#7
.�M!, #��#�� ��!#7 &!�� "�&�$� ���=�#7 ��%A$�E & ��H!#%���� #��� ��B '� ��#���

�%�� @��M!, ������+ ��� #��� �E '��H���A 67�"=�8 F (x, y, t)+  ���&��E

ηF (x, y, t) = M{F (x, y, t)} =

+∞∫
−∞

F (x, y, t)p(F ;x, y, t)dF. ��GF�

	�7$!, ������+ ��� �&��"���%A=�,�� 67�"=�A+ &!'��H�E�)#A A"

R(x1, y1, t1;x2, y2, t2) = M{F (x1, y1, t1)F ∗(x2, y2, t2)} =
+∞∫∫
−∞

F (x1, y1, t1)F ∗(x2, y2, t2)p(F1, F2;x1, y1, t1;x2, y2, t2)dF1dF2.

L&��"�&����=�,�� 67�"=�A '����(���A &!'��H�E�)#A A"

C(x1, y1, t1;x2, y2, t2) = M{[F (x1, y1, t1) − ηF (x1, y1, t1)][F ∗(x2, y2, t2) − η∗F (x2, y2, t2)]}
�����

�&�A'�" ��( �&��"�&����=�,��� �� �&��"���%A=�,��� 67�"=�A�! &!'��H�E�)#A #��&&� �
��M���A�

C(x1, y1, t1;x2, y2, t2) = R(x1, y1, t1;x2, y2, t2) − ηF (x1, y1, t1)η∗F (x2, y2, t2)]} �����

�!�� "�&!, ���=�#+ A"!, ���� (7E '����(���A+ ��E ��'&7 ���	�������� �  �(
������ ����	+ A"P� ,�$� ������! �� '�%�(��) &� ������#���A ��H��"7 "��� !��� 7
���#���� ��� H�#� @��=�# ��'!&�E�)#A #��=������!� 7 M!��"��7 #��#�+ A"P� &�� ��E
#��%7 #��� �� A�"�#�)+ � ,�$� �&��"���%A=�,�� 67�"=�A '�%�(!�) &� ��'�!=) "����
 !��� x1 − x2, y1 − y2, t1 − t2+ �%� �� &� #��!B "��� !��� 	%A #��=�������$� ���=�#7
F (x, y, t)

M{F (x, y, t)} = ηF . �����

R(x1, y1, t1;x2, y2, t2) = R(x1 − x2, y1 − y2, t1 − t2). ���G�

	%A  �,#��8 67�"=�8 F �&��"���%A=�,�� 67�"=�A E  �,#��� �� ������ R���$��!H�!,
#��"�� #��=�������$� '����(���A E ��'7%)����� ��!&!�����$� �����&�����A D7��E ,�$�
�&��"���%A=�,��8 67�"=�81

W(ωx, ωy, ωt) =

+∞∫∫∫
−∞

R(τx, τy, τt) exp[−i(ωxτx + ωyτy + ωtτt)]dτxdτydτt. �����

I�#�� �� �%%� '����(���A #%7$7E ���%�'�=�A  &�&!�����$� ���"�&#)"�$� ���=�#7
���M�$� ���A "7 L&��"�&����=�,�� 67�"=�A ��"�$� ���=�#7 ��(� �7�! ��� #��&%��� 7
&!$%A �

Cx,y(τx, τy) = K exp
[
−
√

α2
xτ2

x + α2
yτ

2
y

]
, ���
�

 � K+ αx+ αy 0 ��#M����� ���(�!"! �� ��&� �!, ����$��!H�!, #��"��  ���&��E

W(ωx, ωy) =
1

αxαy

2K
1 + ω2

x/α2
x + ω2

y/α
2
y

. ���;�

@��=�#!+  %A A"!B ���#����&��H�#�&� #��� ��  ���&����) #��� ��� '� ��#���%��+
��'!&���)#A ������#����



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

3���&� *����#
��
 �����������

@��7%A���#�) =!6��&�8 �����"! '����(��) #7��E&� '��#%� ����A$�� �#�����B  ��
"�%)"�B ��"�& @�! =)��7 �#��%!&� '��#%� '�=�"�&%���#�)  � ��'&!�"7 ��"!B ����A�"�&
�����"!+ A" "� 7&���A+ ��#��&�7&���A �� &! �%���A �'��" '����(��) �� 7&���A '�����
(��) '�'&!H�, ��&�A'7��) �' #������! ���� �H� '����(��) �� =!6��&�, ����(� '&�A'"7
��,�6�"�!&��M!� #��#����

��'&!H�, �� =!� ����) �� 7&�'� ��M7" ��(%!&�#�� #"����!�! H!#%� ����&+ A"�
��!#7��) '����(���A+ , ��"!� H!��� '���M!�! H!#%� ����&+ A"� ����B� �� ���� ��!
�� #!#���� '&�A'"7 @�!"%� ��! ��"!B #!#��� ��(7�) #%7$7&��! ��=����%)�� ����(�
'&�A'"7 ��( RJ/ �� ����(� '&�A'"7 �' 7P�%)����A� & H�#�  %A �����7 '����(���A�!+
#!#���! ���� �H� #��"���'���%)�!B '���"�& ' #7�7��!"�&+ "�#��H�!B "����%�&�'�� �&
�� �������& '  !#���=�,�!� "��7&���A�+ #!#���! 6�����%�$��6��8 ���� �H� '����(��)
&� &� �!�"�& ��%)=�&  � ��"#�7+ � ��"�( #!#���! ���� �H� '����(��) �� ��%�6���!�
����(��

<�#��&��=�A ��(� �7�! &!'��H��� A" &� ��&%���A '����(���A+ P� #��A��&��� ��
,�$� ���%!(���A  � &!B� ��$� '����(���A ���!$���%7� � A"� ' �,#��E�)#A M%AB�� ���
&��#�8 &!'��H���$� A&!P�+ P� &!"�!&%�E _�� &!"����! ��&��#�� � ��"!� H!��� ' �,�
#�!�! ��#��&�7&���A+ ����� ���! 7 ��'���A (����  �A"7 ��6����=�� ��� A&!P�+ P�
&!"�!&%�E NA ��6����=�A ��(� �#�7&��! 7 &!$%A � ���%��!H�!B ��� #���!#�!H�!B ���
 �%�, ��� ��M!B �������!B &� ���#��,+ A"� Q�7��7��)#A �� '����AB ��� 6�'!H�7 #!#���
�7+ P� ' �,#��E ���=�# &� ����(���A C��7 �#��%!&7 7&�$7 #%� ��! �%A�!  (���%��
&!"�!&%��) �� �� �%A�+ P� 8B ��!#7��)

�! �%���A� �'��" ��! =!6��&�, �����=� '����(��) ��'!&���) ����� #��=!6�H�!B
B���"���!#�!"+ A"� &� ����(���)  �A"� �#��%!&�#�� '����(���A+  %A �� �%)M�$� ��'�
��'��&���A ����'�&+ "%�#!6�"�=�8+ ��!,�A��A ��M��) �� ����������=�8

O�%)M�#�) �� �%�,  %A ���%�'7 #!#��� �����"! '����(��) '�'&!H�, ����"#!�7��
�)#A �' &!"��!#����A� ��!�7P���A ��� 8B�� %���,��#�) C�"� %���,�� �� �%) &� �����
(���A �� #7�� &!'��H�E B���"��� ��#��&�7&���A+ P� ����B� ��  %A ��&��#�8 &!"�!&%��)+
� ��"�( #��7"�7�7 #!#���! ���� �H� "� �&���$� '����(���A

/��(!�� ��'�!B ���� �&+ P� &!"��!#��&7��)#A  %A =!6��&�8 �����"! '����(��)+
��7��&!%� ��A&7 �!'"! �� �%�,+ P� &� ����(���) #����! ��#��&�7&��! '����(���A
M%AB�� �6�"�!&��8 ��&��#�8 A&!P�+ P� &!"�!&%�E+ A"� &!�!"�E �� H�# &� ����(���A
��!$���%7

?�B�, g(x, y) 0 '����(���A ��!$���%7 f(ξ, η)+ P� &!"�!&%��� ���������� h(x, y, ξ, η)1

g(x, y) =
∫∫ +∞

−∞
f(ξ, η)h(x, y, ξ, η)dξdη. �����

�!"�!&%���A & #!#���� ��!#7E�)#A ���7%)#��� B���"���!#�!"�� ��� 67�"=�E� ��'�
#��&���A ��H"! h+ A"� 6�'!H�� &� ��&� �E &!B� 7 #!#���!+ "�%! �� 88 &B� �  �E δ�67�"=�A+
��� ��H"�&�  (���%� #&��%�

Y"P� ��! '�� 7&���� �%�P!�! ��!$���%7 ��H"�&!�  (���%�� &!$%A ���7%)#��8
B���"���!#�!"! '�%!M�E�)#A ��'����!� �'� &!�A�"�� ��%�(���A & �%�P!�� '����(���
�A�+ �� $�&��A�) P� #!#���� E ���#����&����&���������+ ����� 7 ��A&��#�� E ���#����&��
��&�������� 67�"=�A ��'#��&���A ��H"! �  �E #��&&� ��M���A

g(x, y) =
∫∫ +∞

−∞
f(ξ, η)h(x − ξ, y − η)dξdη. �����

	%A '��B� (���A f(ξ, η) �� g(x, y) ��(�� '�#��#�&7&��! ���� ! �����&�����A D7��E+
A"�  �'&�%A��) &!'��H!�! ��&��#�� h+ &!"��!#��&7�H! '&�A'�" �����&�����A D7��E '�
'$���"�� C�"+ '� &� #7���#�� M7�7

Gf (u, v) = Hf (u, v)Ff (u, v), ���F�



��	 .� <������ � �� �� )� ��:�%

 � Gf + Hf + Ff 0 D7��E�����'! 67�"=�, g+ h+ f &� ��&� ��+ ��!H��7  %A &!'��H���A
Ff (u, v) �������� %!M� &!"����! ��&��#�� Hf + A"P� &��� �#�7E @�! &!"��!#����� ���
 �%�, ���#����&��'�%�(��8 67�"=�8 ��'#��&���A ��H"! ���� ! �����&�����A D7��E ��
��(�� '�#��#�&7&��!+ �  %A ��#��&��=�8  �&� !�)#A '�#��#�&7&��! ��%)M 7��&��#�%)��
�� ���7(��M� ���� ! ��&��#�8

3���,� *����#
��
 ��������
 �����������

�������� �����&�����A A&%A��)#A H�#�"�&!� &!�� "�� %���,�!B �����&����)+ "�%!
%���,�!, �������� E ��H�� �����!�!�+ � ,�$� A �� '� �&�%)�AE 7��&�� ����$���%)��#��1∑

m1

∑
m2

A(n1, n2;m1,m2)A∗(j1, j2;m1,m2) = δ(n1 − j1, n2 − j2). ��
��

@����&�����A ��'!&���) �� �%)�!�+ A"P� ��! &� ,�$� A �� ��(�� ��� #��&!�! &
��"�, 6����

A(n1, n2;m1,m2) = AC(n1,m1)AR(n2,m2), ��
��

 � H���' AC ! AR ��'��H��� &� ��&� �� � ��&!����� ��������! #��&�=�& �� �A "�&
J ��E� ' $�%�&�!B &%�#�!&�#��, 7�������$� �����&�����A A&%AE�)#A '����(���A

����!"!
.#�7��) ��! �#��&�� ��%�#�� '�#��#7&���A  &�&!����!B 7������!B �����&����) @�

���M�+ �����&�����A &!"��!#��&7��)#A  %A &! �%���A B���"����!B �'��" '����(���A
C�"+ #��%� #"%� �&� #��"��� D7��E ������=�,�� #��� ��, A�"�#�� '����(���A+ � &!#�"��
H�#����� #"%� �&� B���"���!'7��) &�%!H!�7 �� ���E���=�� ,�$� "���7��& .�M�� ��%��
#�� '�#��#7&���A �����&����) E "� 7&���A '����(��)+ "�%! M!�!�� #��"��� '���M7E�
�)#A '� ��B7��" &� "! ���A ��� $�7��$� "&���7&���A ��%!B '� &�%!H!��� "��6�=�E���&
�����&�����A C���A ��%�#�) ��!"%� ��) 0 =� #"���H���A ��'�����#�� ��! &!"������
��H!#%��)

� ��'7%)���� ��A��$� 7�������$� �����&�����A ����!=� '����(���A F (n1, n2) ��'�
���7 N1×N2 7�&���E�)#A ����!=A �����&�����$� '����(���A ��$� ( ��'���7+ �%�����!
A"�8  ���&����)

F(m1,m2) =
N1∑

n1=1

N2∑
n2=1

F (n1, n2)A(n1, n2;m1,m2), ��
��

 � A(n1, n2;m1,m2) 0 A �� ��A��$� �����&�����A �!B� �� '����(���A ��(�� � ��(��!
'�  �����$�� ��������$� �����&�����A

F (n1, n2) =
N1∑

m1=1

N2∑
m2=1

F(m1,m2)B(n1, n2;m1,m2), ��
G�

 � B(n1, n2;m1,m2) 0 A �� ��������$� �����&�����A
<�'7%)��� &�%!&7 �� �%)��$�  &�&!�����$� 7�������$� ��������� �����&�����A ���

(�� '��B� !�! &  &� ����! ���H��"7 &!"��7E�)#A � ��&!����� �����&�����A '� &#���
#��&�=A�! ����!=� '����(���A @�! =)��7 7�&���E�)#A ����!=A ' �%�������!

P (m1, n2) =
N1∑

n1=1

F (n1, n2)AC(n1,m1). ��
��

@���� &!"��7E�)#A � ��&!����� �����&�����A '� &#��� �A "��! ����!=�+ P� � ��(���
� ��'7%)���� 7�&���E�)#A ����!=A ' �%�������!

F(m1,m2) =
N2∑

n2=1

P (m1, n2)AR(n2,m2). ��

�



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

@� �%)�� 7������� �����&�����A ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A � '&�(���8 #7�! ���
��!H�!B  ��7�"�& &�"����#��&�=�&+ A"� #6����&��� ' �%������& ����!=) @�'��H!��
aC(n1) �� aR(n2)+ n1�, �� n2�, #��&�=� ����!=) AT

C �� AT
R C� �

F =
N1∑

n1=1

N2∑
n2=1

F (n1, n2)aC(n1)aT
R(n2). ��
;�

L��%�$�H��+

F =
N1∑

m1=1

N2∑
m2=1

F(m1,m2)bC(m1)bT
R(m2). ��
��

/���!H��  ��7�"! &�"����&+ A"� &B� A�) & ��
;�+ ��
��+ 7�&�����) ��#%� �&��#�)
����!=)+ P� ����) ��'&7 ��'!#�!B ����!=)+ �� �#��&� A"!B , &!"��7E�)#A ��'"%� ���A
����!=� F &!B� ��$� '����(���A ��� �����&�����A '����(���A F 

� ����� #���P���A ���%�'7 &%�#�!&�#��,  &�&!����!B 7������!B �����&����)  �%�
�7 ��� &&�(��! P� 7#� ��#!&! A&%A��)#A "&� ����!�! � ����) ��'��� N × N  C� �

F(l,m) =
N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k)A(j, k; l,m), ��
��

� �������� �����&�����A 0 A"

F (j, k) =
N−1∑
l=0

N−1∑
m=0

F(l,m)B(j, k; l,m). ��
F�

����1��� �	�	��� �� �� �	� ���� �� 9:

O�'!#�!�! 67�"=�A�! �����&�����A D7��E A&%A��)#A �"#������! ' "���%�"#�!�!
��"�'�!"��!1

A(j, k; l,m) = exp
[
−2πi

N
(lj + mk)

]
= cos

[
2π
N

(lj + mk)
]
− i sin

[
2π
N

(lj + mk)
]

, ��;��

B(j, k; l,m) = exp
[
2πi

N
(lj + mk)

]
= cos

[
2π
N

(lj + mk)
]

+ i sin
[
2π
N

(lj + mk)
]

, ��;��

C� �  &�&!�����  !#"����� �����&�����A D7��E ����!=� &� %�"�& '����(���A &!�
'��H!�)#A 7 &!$%A � �A 7

F(l,m) =
1
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k) exp
[
−2πi

N
(lj + mk)

]
, ��;��

� �������� �����&�����A 0 A"

F (j, k) =
1
N

N−1∑
l=0

N−1∑
m=0

F(l,m) exp
[
2πi

N
(lj + mk)

]
. ��;G�

�� ���%�$�E� �' �������%�$�E� �������&��$� �����&�����A D7��E '����� l �� m ���
'!&���) ���#����&!�! H�#�����!

� ��H��"7 "��� !��� H�#�����8 �%�P!�! #��"���%)�� #"%� �&�

F(0, 0) =
1
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k) ��;��



��
 .� <������ � �� �� )� ��:�%

 ���&��E #��� �)��7 ��� &!B� ��, �%�P!��� '��H���� A�"�#�� '����(���A+ P� '��%)M��
�� 7 N ��'

���"�� E ����� !H��� 67�"=�E� ����#�!&M! & ��;�� l = l + uN + m = m + vN + u
�� v 0#��%�+ � ��(!��

F(l+uN,m+vN) =
1
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k) exp
[
−2πi

N
(lj + mk)

]
·exp[−2πi(ul+vm)]. ��;
�

�� �7 )�A"!B =�%�H!#%�&!B '��H��) u �� v  �7$!, �"#�����=�,�!, #��&���(�!"  ���&�
��E � !�!=� C�"!� H!���+

F(l + uN,m + vN) = F(l,m). ��;;�

J#"�%)"! F(l,m) ��E &%�#�!&�#�) "���%�"#��8 #��%7H���#��

F(l,m) = F∗(−l + uN,−m + vN), ��;��

�� ��,(� ��%�&!�� #��"���%)�!B #"%� �&!B &!A&%AE�)#A �� %!M"�&�� J#"�%)"!  !�
����H�!,  ����'�� #"%� �&!B #��"��7 E '��H�� M!�M!�+ ��( %���,��  �%)�!=A ������
&�%7 �"#��'!=�, 6����%�&"!+ �� #��"��! ����B� �� �� ���A "7&��! #�!#����� '$� ��
#��&&� ��M����

D(l,m) = ln[a + b|F(l,m)|], ��;��

 � a ! b 0 ��#M����� #��%�

����1��� 3�������� �� �	� ����

�� ���+ P� �A D7��E  %A �7 )�A"�8 �������&��8  �,#��8 �� #!����!H��8 ������8�
67�"=�8 ��#�!�) ��%)"!  �,#�� "��6�=�E��!+ P� &� ��&� ���) "�#!�7#�!� H%���� �A 7

?�B�, #!����!H�!, ��#!& 7�&����� M%AB��  '��"�%)��$� &� ����(���A &!B� ��$�
��#!&7 &� ��#�� ,�$� "��=�& '$� �� #��&&� ��M����

Fs(j, k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F (j, k) ��! j ≥ 0, k ≥ 0,
F (−1 − j, k) ��! j < 0, k ≥ 0,
F (j,−1 − k) ��! j ≥ 0, k < 0,
F (−1 − j,−1 − k) ��! j < 0, k < 0,

��;F�

/�#!&+ P� ���7 �&��� 7 ��"!, #��#��+ Fs(j, k)+ E #!����!H�!� &� ��#�� ��H"! j = −1/2+
k = −1/2 @�#%A ��H!#%���A �����&�����A D7��E  %A &!�� "7+ "�%! ��H���" "��� !���
��#�!�)#A & =����� #!�����8+ � ��(!��

Fs(l,m) =
1

2N

N−1∑
j=−N

N−1∑
k=−N

Fs(j, k) exp
{
−2πi

2N

[
l

(
j +

1
2

)
+ m

(
k +

1
2

)]}
, �����

 � l,m = −N, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N − 1 J#"�%)"! ��#!& E #!����!H�!� � #"%� �E�)#A '
 �,#�!B H!#�%+ #��&&� ��M���A ����� ��(�� ��!&�#�!  � &!$%A 7

Fs(l,m) =
2
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k) cos
[

π

N
l

(
j +

1
2

)]
cos
[

π

N
m

(
k +

1
2

)]
. �����

� ��M�$� ��"7+ #��"���%)�� #"%� �&� &!$%A 7 ����� ��(�� '��,�! M%AB�� ��H!#%���A
�����&�����A D7��E ��#!&7 F (j, k) �� 2N ��H"��1

Fs(l,m) =
2
N

Re

⎧⎨
⎩exp

[
iπl

2N

]N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k) exp
[
−2πi

2N
(lj + mk)

]⎫⎬
⎭ . �����



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

@�A�� ����� "�#!�7#�� �����&�����A '� &!'��H���A�  ���&��E #7�� �����+ P� ���
���(��� �� ����7�H!, ���(�!" C(l)C(m)+  � C(0) = 1/

√
2+ � C(p) = 1 ��! p =

1, N − 1 C� �

F(l,m) =
2
N

C(l)C(m)
N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k) cos
[

π

N
l

(
j +

1
2

)]
cos
[

π

N
m

(
k +

1
2

)]
. ���G�

� �������� �����&�����A &!'��H�E�)#A #��&&� ��M���A�

F (j, k) =
2
N

N−1∑
l=0

N−1∑
m=0

C(l)C(m)F(j, k) cos
[

π

N
l

(
j +

1
2

)]
cos
[

π

N
m

(
k +

1
2

)]
. �����

�� �������$� "�#!�7#��$� �����&�����A #!����!H�!, ��#!& &!'��H�E�)#A ��"!�
H!���

Fs(j, k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F (j, k) ��! j ≥ 0, k ≥ 0,
F (−j, k) ��! j < 0, k ≥ 0,
F (j,−k) ��! j ≥ 0, k < 0,
F (−j,−k) ��! j < 0, k < 0,

���
�

J�H!#%���A  &�&!�����$� �����&�����A D7��E &� ��"�$� ��#!&7  �E

Fs(l,m) =
1

2N − 1

N−1∑
j=−N+1

N−1∑
k=−N+1

Fs(j, k) exp
[
− 2πi

2N − 1
(lj + mk)

]
, ���;�

 � l,m = −N + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N − 1 J#"�%)"! �����&�����A D7��E ��E &%�#�!&�#�)
#!�����8 &� ��#�� "���%�"#��$� #��%7H���A+ ��  %A ���%)�!B '����(��)

Fs(i,m) = F∗
s (−i,−m). �����

J�(�+ Fs(i,m)  �#!�) ��H!#%!�! ��%)"! '� ��&� �E��!B '��H��) �� �"#�& (l,m)

Fs(l,m) =
4

2N − 1

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F̃s(j, k) cos
[

2π
2N − 1

jl

]
cos
[

2π
2N − 1

km

]
, �����

 � ��#!& F̃s(j, k) � ��(7E�)#A ' ����!=� '����(���A F (j, k) '&�(7&���A� 88 �%������&1

F̃s(j, k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1/4F (j, k) ��! j = 0, k = 0,
1/2F (j, k) ��! j = 0, k �= 0,
1/2F (j, k) ��! j �= 0, k = 0,
F (j, k) ��! j �= 0, k �= 0.

���F�

?������ cos������&�����A E ���#�� �����&��!, &������ ��&��#�� �����+ ��!H��7
����7&���A &!"����� ��"+ P�� ��'!#�� 67�"=�8 &!A&!%!#) ���������&��!�! C�"!�
H!���+ ������� cos������&�����A &!'��H�E�)#A #��&&� ��M���A�!

F(l,m) =
1
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F̃s(j, k) ��! l = 0, m = 0. �����

F(l,m) =
2
N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F̃s(j, k) cos
[

2π
2N − 1

jl

]
cos
[

2π
2N − 1

km

]
, l �= 0,m �= 0. �����



��� .� <������ � �� �� )� ��:�%

J������� �����&�����A

F̃ (j, k) =
1
N

N−1∑
l=0

N−1∑
m=0

Fs(l,m) ��! j = 0, k = 0. �����

F̃ (j, k) =
2
N

N−1∑
l=0

N−1∑
m=0

Fs(l,m) cos
[

2π
2N − 1

jl

]
cos
[

2π
2N − 1

km

]
, l �= 0,m �= 0. ���G�

 �E ����!=� '&�(��!B &� %�"�& F̃ (j, k) �!B� �!, ��#!& ��(�� &� ��&!�! '�  �����$��
6���7%!

F (j, k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

4F̃ (j, k) ��! j = 0, k = 0,
2F̃ (j, k) ��! j = 0, k �= 0,
2F̃ (j, k) ��! j �= 0, k = 0,
F̃ (j, k) ��! j �= 0, k �= 0.

�����

O�'!#�� 67�"=�8 �������$� "�#!�7#��$� �����&�����A A&%A��)#A �� �%)�!�!+ ��(�
 &�&!����� ������� "�#!�7#�� �����&�����A ��(�� &!"����! '�  �����$�� ��#%� �&�!B
� ��&!����!B �����&����)

����1�*� �� �	� ���� 3� �����-;��	�

/��� �����&�����A �������&�!B #!$��%�& 7 ����� ��"���%)�&��!B "��6�=�E���& '��
������7&�%! ���7��� �� 9��& N�, ���� ��'!&���) ��"�( ���� �� ��'"%� ���A '�
&%�#�!�! &�"�����!

�'�$�%� �����&�����A ���7����09��&� ��!#7E�)#A #��&&� ��M���A�

F(l,m) =
N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

F (j, k)A(j, k; l,m), ���
�

A �� A(j, k; l,m) A"�$� '� �&�%)�AE ��&�A��A

λ(l,m)A(j, k; l,m) =
N−1∑
j′=0

N−1∑
k′=0

KF (j, k; j′, k′)A(j′, k′; l,m), ���;�

 � KF (j, k; j′, k′) 0 "�&����=�,�� ����!=A  !#"���!'�&���$� '����(���A+ � λ(l,m) ��!
6�"#�&��!B l �� m E #��%�� &�%!H!��� D7�"=�8 A(j, k; l,m) A&%A��)#A &%�#�!�! 67��
"=�A�! "�&����=�,��8 67�"=�8+ � λ(l,m) 0 &%�#�� '��H���A Y" ���&!%�+ &!��'!�! &%�#��
67�"=�8 & A&��, 6���� �� & �E�)#A

Y"P� "�&����=�,�7 67�"=�� ��(�� ��' �%!�!+ �����

KF (j, k; j′, k′) = FC(j, j′)FR(k, k′), �����

�� A �� ��'"%� ���A ���7���� � 9��&� ��"�( E �� �%)�!� �

A(j, k; l,m) = AC(j, l)AR(k,m), �����

<A "! �� #��&�=� ����!=)+ A"� ��!#7��) =� A ��+ '� �&�%)�A��) ��#�7��!� ��&�A��A�

λR(m)AR(k,m) =
N−1∑
k′=0

KR(k, k′)AR(k′,m), ���F�

λC(m)AC(j, l) =
N−1∑
j′=0

KC(j, j′)AC(j′, l). ��F��



.��� 8���������� ���� �������� )� ��:�% ���

� �"�����7 &!�� "7+ "�%! "�&����=�,�� ����!=A ��!#7E �� �%)�!, ���"�&#)"!,
���=�# ���M�$� ���A "7+ &%�#�� 67�"=�8 & �E�)#A '��!#��! & A&��, 6���� 	%A � ���
&!�����$� ���"�&#)"�$� ���=�#7 ' "��6�=�E���� "���%A=�8 ρ &%�#�� 67�"=�8 �� &%�#��
'��H���A ����) &!$%A 

A(j, l) =

√
2

N + λ2(l)
sin
[
w(l)

(
j − N − 1

2

)
+

(l + 1)π
2

]
. ��F��

λ(l) =
1 − ρ2

1 − 2ρ cos w(i) + ρ2
, ��F��

 � j ≥ 0+ l ≤ N − 1+ � w(l) 0 "����� ��&�A��A

tg(Nw) =
(1 − ρ2) sin w

cos w − 2ρ + ρ2 cos w
. ��FG�

�%�#�� &�"���! ��(�� ��"�( '��,�! ' ��"7�����!B 6���7%+ A"P� ��"%�#�! A(0, l) = 1

A(1, l) =
1
ρ

(
1 − 1 − ρ2

λ(l)

)
A(0, l), ��F��

A(j + 1, l) =
1
ρ

[(
1 + ρ2 − 1 − ρ2

λ(l)

)
A(j, l)

]
− A(j − 1, l), 0 < j < N − 1, ��F
�

A(N − 1, l) =
ρλ(l)

λ(l) − 1 + ρ2
A(N − 2, l), ��F;�

�� �������7&��! &%�#�� &�"���!
Y"P� &!B� �� �� �����&����� '����(���A ��� #��&!�! & &�"�����, 6����+ �� ���

��!=A �����&�����A A �7 � '� �&�%)�A�! ��&�A���

AKf = ΛA, ��F��

 � Kf 0 "�&����=�,�� ����!=A &�"���� f T A 0 ����!=A+ �A "! A"�8 E &%�#�!�! &�"�����!
����!=� Kf T Λ 0  ��$���%)�� ����!=A &!$%A 7

Λ =

⎡
⎢⎢⎣

λ(1) 0 . . . 0
0 λ(2) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ(N2)

⎤
⎥⎥⎦ ��F��

Y"P� ����!=A Kf E �� �%)���+ ��

A = AC ⊗ AR, ��FF�

��!H��7 ����!=� AC �� AR '� �&�%)�A��) ��#�7��!� ��&�A��A�

ARKR = ΛRAR, ������

ACKC = ΛCAC . ������

,��� #�������&��	� �� 
	���
����� �������
��� &�3��;���

� #!#���! =!6��&�8 �����"! '����(��) '�'&!H�, �� B� A�) ��#!&! H!#�%+ P� � ���
(7��)#A M%AB��  !#"���!'�=�8 ���%)��$� '����(���A @�#%A �����"! 7�&�����)#A
��&� H!#%�&� ��#!&!+ A"� &!"��!#��&7��)#A  %A &� ��&%���A �������&��$� '����(���
�A �� %�"! '����(���A ���!�7��)#A &��#%� �" &!����&��)  �A"!B 6�'!H�!B B���"���
�!#�!" ���%)��$� '����(���A �A�"�#�� ��� ���!H��8 P�%)��#��� J#"�%)"! �7 )�A"!,



��� .� <������ � �� �� )� ��:�%

&!����&�%)�!, ��!#���, 67�"=���7E '  �A"�� &!����&�%)��� ��B!�"��+  %A �=��"!
 �#��&����#�� &!���A�!B '��H��) �� "�����#�=�8 ��B!��" &!����&���A &�(%!&� ���!
�������!H�7 �� �%) ��B!��" &!����&��) ���� ��$�+ H�#�� �� & �E�)#A ��'��#��� �)�
&!���A�! B���"���!#�!"! &!B� ��$� '����(���A+ ��( '���#�) �!B ��!B� !�)#A &!�����
&��!  �A"� &�%!H!�!+ P� &� ��#A�)#A  � ��M�$� '����(���A+ A"� E 67�"=�E� &!B� ��$�
_�� &!'��H!�! B���"���!#�!"! &!B� ��$� '����(���A+ =� 67�"=�� ����� [�������!S

@�! ��'���=� �� ���%�'� #!#���  !#"���!'�=�8 �� &� ��&%���� �������&�!B '�����
(��) '����(���A+ P� �����%A��)#A+ '�'&!H�, ��'$%A ���)#A A"  ��������&��� ��%A
L%� 7  �A"!B &!�� "�B '�7H��M� &&�(��!+ P� &!B� �!, #!$��% #!#���! �����"! '�����
(��) ��#��%!&� M7��&�$� ��B� (���A� A&%AE�)#A ���%�'�=�E�  &�&!�����$� &!�� "��
&�$� ���=�#7

3����� 2������ ��������(��
< �� �
�������� (�0��+���

�����(���A ��(7�) ��!#7&��!#) A"  ��������&��!�! 67�"=�A�!+ ��" � &!�� "��
&!�! ��%A�!

<�'$%A���� #��H��"7 &!�� �"  ��������&��!B '����(��)

�������� ���� ��"���� ��� ����	���5 "�� �%��/

?�B�, 67�"=�A FI(x, y) ��!#7E &!B� �� �������&�� '����(���A ��#"��H��!B ��'���
��& � A&%AE #���� ��'�� �% A�"�#��+ ���!H��8 P�%)��#�� ��� A"�$�#) ��M�$� ���������
���%)��$� '����(���A � � ��%)��, #!#����  !#"���!'�=�8 '����(���A ���#����&� &� �
%�"! &!B� ��$� '����(���A � ��(7��)#A 6�"�!H�� M%AB�� ���(���A =�E8 67�"=�8 ��
���#����&� � !#"���!'7�H7 67�"=��

S(x, y) =
+∞∑

j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

δ(x − j1Δx, y − j2Δy), ������

A"� #"%� �E�)#A ' ��#"��H���8 "�%)"�#�� δ�67�"=�,+ '� ��!B 7 &7'%�B ��M��"! ' "��"��
(Δx,Δy)

C� �  !#"���!'�&��� '����(���A ��!#7E�)#A #��&&� ��M���A�

FD(x, y) = FI(x, y)S(x, y) =
+∞∑

j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

FI(j1Δx, j2Δy)δ(x − j1Δx, y − j2Δy), ����G�

��! =)��7 67�"=�� FI(x, y) ��(�� &��#�! �� '��" #7�7&���A � '� ��! 88 '��H���A & ���
H"�B &� %�"7 	%A ���%�'7 ���=�#7  !#"���!'�=�8 '�7H�� &!"��!#���! #��"�� FD(ωx, ωy)+
A"!, ���!�7E�)#A &��#%� �" �������&��$�  &�&!�����$� �����&�����A D7��E  !#"���!�
'�&���$� '����(���A

FD(ωx, ωy) =

+∞∫∫
−∞

FD(x, y) exp[−i(ωxx + ωyy)]dxdy. ������

�$� �� ������� ��� #��"�� '$���"! #��"��  !#"���!'�&���$� '����(���A ��(��
��� #��&!�! 7 &!$%A � '$���"! &!B� ��$� '����(���A FI(ωx, ωy) �� #��"���  !#"���!�
'7�H�8 67�"=�8 S(ωx, ωy)1

FD(ωx, ωy) = (1/(4π2))FI(ωx, ωy) ∗ S(ωx, ωy). ����
�

	&�&!����� �����&�����A D7��E  !#"���!'7�H�8 67�"=�8  �E ����� δ�67�"=�, & �%�P!��
���#����&!B H�#��� ' "��"�� ωxs = 2π/Δx �� ωys = 2π/Δy1

S(ωx, ωy) =
4π2

ΔxΔy

+∞∑
−∞

+∞∑
−∞

δ(ωx − j1ωxs, ωy − j2ωys). ����;�



.�	� �������)���� �� ���������� �������� )� ��:�% ���

O7 ��� &&�(��!+ P� #��"�� &!B� ��$� '����(���A ����(��� '� M!�!��� ��"+ P� FI(ωx, ωy) =
0 ��! |ωx| > ωxc ! |ωy| > ωyc

J�H!#%!�� '$���"7 '$� �� ��&��#�� ����
�

FD(ωx, ωy) =
1

ΔxΔy

+∞∫∫
−∞

FI(ωx − α, ωy − β)
+∞∑
−∞

+∞∑
−∞

δ(α − j1ωxs , β − j2ωys)dαdβ. ������

������H! ���A �" #7�7&���A �� ����$�7&���A � &��B�&7�H! �#��&�7 &%�#�!&�#�)
δ�67�"=�,+ � ��(!�� &!��'  %A #��"���  !#"���!'�&���$� '����(���A

FD(ωx, ωy) =
1

ΔxΔy

+∞∑
j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

FI(ωx − j1ωxs , ωy − j2ωys), ������

���"��  !#"���!'�&���$� '����(���A � ��(7E�)#A M%AB�� ��#"��H���$� ��&�����
��A #��"��7 &!B� ��$� '����(���A �' '#7&�� �� &�%!H!�!+ "����� (2π/Δx, 2π/Δy) ���
7&�(!��+ P� A"P� Δx �� Δy &!����� '��� �� &�%!"!�! ����&�A�� ' M!�!��� #��"���
FI(ωx, ωy)+ �� #7#� �� #��"��! �7 7�) ����"�!&��!#)

� &� %�"�& 67�"=�8 FD(x, y) ��(�� � ��(��! �������&�� '����(���A M%AB�� %��
��,��8 ���#����&�8 �������%A=�8 ��� '�  �����$�� %���,��8 ���#����&�8 6�%)���=�8  !#�
"���!'�&���$� '����(���A ?�B�, R(x, y) 0 ���7%)#�!, &� $7" 6�%)���+ P� �������%�E+
� R(ωx, ωy) 0 ,�$� H�#����� B���"���!#�!"� �� ��&%���A '����(���A � ��(7E�)#A A"
'$���"� ��#%� �&��#�� &� %�"�& �' ���7%)#�!� &� $7"�� 6�%)���+ P� &� ��&%�E

C�"!� H!���+ &� ��&%��� �������&�� '����(���A ��!#7E�)#A #��&&� ��M���A�

FR(x, y) = FD(x, y) ∗ R(x, y). ����F�

����P7�H! 7 =� ��&��#�) FD(x, y) ' ��� �� ��H!#%��H! '$���"7+ � ��(!��

FR(x, y) =
+∞∑

j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

FI(J1Δx, j2Δy)R(x − j1Δx, y − j2Δy). ������

�&� #! &! ��+ P� ���7%)#�!, &� $7" R(x, y) &!"��7E ��%)  &�&!�����8 67�"=�8+ P�
�������%�E &� %�"! �� &#� �%�P!�7 @��#����&��H�#����!, #��"�� '����(���A+ P� &� �
��&%��� '$� �� ��&��#�� ����F�+ E  ��7�"�� H�#�����8 B���"���!#�!"! 6�%)���+ P� &� �
��&%�E+ �' #��"����  !#"���!'�&���$� '����(���A1

FR(ωx, ωy) = FD(ωx, ωy)R(ωx, ωy). ������

���B�&7�H! ������+ � ��(7E��

FR(ωx, ωy) =
1

ΔxΔy
R(ωx, ωy)

+∞∑
j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

FI(ωx − j1ωxs , ωy − j2ωys). ������

J�(�+ A"P� #��"��! �� ����"�!&���)#A+ � ���(�!" R(ωx, ωy) ��!$��H7E &#� '#7�7�� #���
"��! ��! j1 �= 0+ j2 �= 0+ �� #��"�� &� ��&%���$� �������&��$� '����(���A �7 � #��&���
 ��! '� #��"���� &!B� ��$� '����(���A 	%A '����(��) ' ����(���� M!�!��� #��"���
���M� 7��&� &!"��7E�)#A+ A"P� �����&�%  !#"���!'�=�8 &!����!, ��"+ P� ��A��"7���
��%�#�)+ P� ����(��� &��B���! ��(�&!�! H�#�����! #��"��� '����(���A (ωxc , ωyc)+ ���
#�!�)#A '�7��� ��A��"7���8 ��%�#��+ A"� &!'��H�E�)#A ��%�&!���! H�#���  !#"���!'�=�8
(ωx/2, ωy/2) J�(�+ ����) &!"��7&��!#) ����&��#��

ωxc ≤ ωxs/2; ωyc ≤ ωys/2, ����G�



��� .� <������ � �� �� )� ��:�%

���
Δx ≤ π/ωxc , Δy ≤ ωyc . ������

N� �'��H�E+ P� "��"  !#"���!'�=�8 �� ��&!��� ����&!P7&��! ��%�&!�! ����� 7 ���#���
��&�8 $������"!+ P� &� ��&� �E ��, �����M!�  ���%A� '����(���A NA 7��&� �"&�&�%���
��� ������� ���  !#"���!'�=�� � ��&!����!B #!$��%�&+ & A"�, #6���7%)�&��� &!��$7+
P�� H�#����  !#"���!'�=�8 ����&!P7&�%� ��,&!P7 H�#���7 #��"��� #!$��%7 �� �, & &��
H�

� �!B &!�� "�B+ "�%! ���#����&� H�#����  !#"���!'�&���$� '����(���A E  �#���
��)��  %A '�����$���A ��"%� ���A #��"���& &  !#"���!'�&����7 '����(����+ &!B� ��
'����(���A ��(�� ��#�%���� ��H�� &� ��&!�! M%AB�� ���#����&�8 6�%)���=�8 &� %�"�&
'�  �����$�� &� ��&� ��$� 6�%)��� C�"+ ����!"%� + 6�%)��+ H�#����� B���"���!#�!"�
A"�$� ��&� ��� �� �!# � ��!#7E�)#A &!��'��!

R(ωx, ωy) =

{
K ��! |ωx| ≤ ωxL

�� |ωy| ≤ ωyL
,

0 & ��M�� &!�� "�&,
����
�

 � K 0 ��#M����� #��%�+ '� �&�%)�AE 7��&7 ��H��$� &� ��&%���A+ A"P� ωxL
> ωxc �

ωyL
> ωyc  D7�"=�A ��'#��&���A ��H"! ���� ���7%)#�!, &� $7"�  ���$� 6�%)���+ P�

&� ��&%�E+ ��E &!$%A 

R(x, y) =
KωxL

ωyL

π2

sin(ωxL
x)

ωxL
x

sin(ωyL
y)

ωyL
y

. ����;�

@�! &!"��!#����� =)�$� 6�%)��� '����(���A &� ��&%�E�)#A '�  �����$�� ��#"��H��
��8 #7�! 67�"=�, &! 7 W�V>(x) .�M!� 6�%)����+ ��! ���!�  %A &� ��&%���A '����(��)+
E S"�7$�&!,S 6�%)�� �' H�#������ B���"���!#�!"��

R(ωx, ωy) =

{
K ��!

√
ω2

x + ω2
y ≤ ω0,

0 & ��M�� &!�� "�&,
������

A"P� ω2
0 < ω2

xc
+ ω2

yc
 .��7%)#�!, &� $7" ��"�$� 6�%)��� ��E &!$%A 

R(x, y) = 2πω0
J1(ω0

√
x2 + y2)√

x2 + y2
. ������

�������� ���� ��"���� 	������	�5 "�� �%��/

?�B�, FI(x, y) 0 �������&�!,  &�&!����!, #��=������!, &!�� "�&!, ���=�# ' &� ��
�!�! #��� ��� '��H���A� ηFI

�� �&��"���%A=�,��� 67�"=�E�

RFI
(τx, τy) = M{FI(x1, y1)F ∗

I (x2, y2)}, ����F�

 � τx = x1 − x2+ τy = y1 − y2 �!"���E��  !#"���!'�=�� =)�$� ���=�#7 '�  �����$��
�����7 δ�67�"=�,

FD(x, y) = FI(x, y)S(x, y) = FI(x, y)
+∞∑

j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

δ(x − j1Δx, y − j2Δy). ������

L&��"���%A=�,�� 67�"=�A  !#"���!'�&���$� ���=�#7 ��E &!$%A 

RFD
(x1, x2; y1, y2) = M{FD(x1, y1)F ∗

D(x2, y2)} = M{F(x1, y1)F ∗
I (x2, y2)}S(x1, y1)S(x2, y2),

������



.�	� �������)���� �� ���������� �������� )� ��:�% ���

���&���(�!" M{F(x1, y1)F ∗
I (x2, y2)} A&%AE�)#A �&��"���%A=�,��� 67�"=�E� #��=������

��$� &!B� ��$� '����(���A ���� ��$�+  %A #��=�������$� ���=�#7  ��7��"  &�B 67��
"=�,+ P�  !#"���!'7��)+ E δ�67�"=�A

S(x1, y1)S(x2, y2) = S(x1 − x2, y1 − y2)S(τx, τy). ������

���H!�)+  !#"���!'�&��� &!�� "�&� ��%�+ A"� ��� #��&%AE '����(���A+ ��"�( E #��=���
����!� � ��E �&��"���%A=�,�7 67�"=��

RFD
(τx, τy) = RFI

(τx, τy)S(τx, τy). ����G�

��  �����$��  &�&!�����$� �����&�����A D7��E �&��"���%A=�,��8 67�"=�8 ����G�
'��, ��� ����$��!H�!, #��"��  !#"���!'�&���$� &!�� "�&�$� ��%A �$� �� ������� ���
#��"��  ��7�"7+

WFD
(ωx, ωy) =

1
4π2

WFI
(ωx, ωy) ∗ S(ωx, ωy), ������

 � WFI
(ωx, ωy) � WFD

(ωx, ωy) 0 #��"���%)�� P�%)��#�� &!B� ��$� ��  !#"���!'�&���$�
'����(��) &� ��&� ��+ � S(ωx, ωy) 0 ��'7%)��� �����&�����A D7��E  !#"���!'7�H!B δ�
67�"=�, 	�%�+ A" , 7 &!�� "7  ��������&��!B '����(��) � ��(7E�� ����$��!H�!,
#��"��  !#"���!'�&���$� '����(���A1

WFD
(ωx, ωy) =

4π2

ΔxΔy

+∞∑
j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

WFI
(ωx − j1ωxs, ωy − j2ωys). ����
�

C�"!� H!���+ ����$��!H�!, #��"��  !#"���!'�&���$� '����(���A 7�&���E�)#A M%A�
B�� ��&������A ����$��!H��$� #��"��7 �������&��$� &!B� ��$� '����(���A & ���#����&��
H�#�����, ��%�#�� H���' �����&�%!+ P� E "����!�! ���#����&�, H�#����  !#"���!'�=�8
(2π/Δx, 2π/Δy) Y"P� M!�!�� ����$��!H��$� #��"��7 �������&��$� '����(���A �����
(��� ��"+ P� WFI

(ωx, ωy) = 0 ��! |ωx| > ωxc � |ωy| > ωyc+  � ωxc+ ωyc 0 ��(�&� H�#���!+
�� & ����
� �"���� #��"��! �� �7 7�) ��"%� ��!#) � !� �� � �!, 7 ���7 &!�� "7+ "�%!
�����&�%!  !#"���!'�=�8 '� �&�%)�A��) 7��&! Δx < π/ωxc � Δy < π/ωyc 

?������&�� &!�� "�&� '����(���A FR(x, y) ��(�� &� ��&!�! '� &� %�"��! &!B� ���
$� &!�� "�&�$� '����(���A '�  �����$�� �������%A=�8 '� 6���7%��

FR(x, y) =
+∞∑

j1=−∞

+∞∑
j2=−∞

FI(j1Δx, j2Δy)R(x − j1Δx, y − j2Δy), ����;�

 � R(x, y) 0  ��������&��� �������%A=�,�� 67�"=�A /�(��  ���$�!#A+ P�� &� ��&%���
��%� � &!B� �� '����(���A �7%! �"&�&�%����!�! & #��� �)�"&� ���!H���7 #��#�+ �����

M{[FI(x, y) − FR(x, y)]2} = 0. ������

	%A =)�$�  �#!�)+ P�� '� �&�%)�A&#A "�!����, ?�,"&�#�� , 7 A"�#�� �������%A=�,��8
67�"=�8 �7%� ������  �#!�) S$����S 67�"=�A+ A"+ ����!"%� + ��##�%E&� ��� 67�"=�A
W�V>(x)+ A"� &!'��H���)#A 6���7%��! ������ ��� ����;�

?�&� ��� ��'7%)���! ��(�� ��'��#��� �)� '�#��#7&��!  � '� �H� ���  !#"���!'�=��
#7�!  ��������&���$� '����(���A �� � !�!&��$� M7�7+ �� �%%� A"�$� #%7$7E &!�� �
"�&� ��%� @�! =)��7 ��(� &!�!"�7�! #!�7�=�A+ "�%! #��"�� M7�7 &!A&!�)#A M!�M!�
'� #��"�� "��!#��$� '����(���A Y"P� M7� �7 �  !#"���!'7&��!#A �' �� �#����)��
H�#�����+ �� & #�7$7 ����7#"���A 6�%)���+ P� &� ��&%�E+ �7 7�) ���� ��! [B&�#�!S
M7��&�$� #��"��� N� ��!'&� !�)  � '��%)M���A &!"�!&%��)+ A"� #���7"���)#A M7�
��� 	%A '�����$���A =)��7 ����� ����  !#"���!'�=�E� ���6�%)��7&��! '�M7�%���
'����(���A  %A ��$�+ P�� '&7'!�! #��"�� M7�7



��	 .� <������ � �� �� )� ��:�%

,�"� ������	 ������ ��������&��	4 &�3��;���

� ���%)��, #!#����  !#"���!'�=�8 '����(��) ��M��"�+ P�  !#"���!'7E+ ��E #"��H���
��'���!+ M!�!��  !#"���!'7�H!B ���7%)#�& ������� &� ��'�AE�)#A &� �7%A+ � &� %�"!
'����(���A ��(7�) �7�! &'A�� �' �� �#����)�� H�#�����

<�'$%A���� ��#%� "! ��"�8 �� � ��%)��8  !#"���!'�=�8 @� $�7���A�  %A ���%�'7
#%7$7E �!��&� #!#���� #"��7&���A '����(��)+ P� ��&� ��� �� �!#

�!B� �� '����(���A+ P� ��� #��&%��� 7 &!$%A �  ����'!�!&7+ #"��7E�)#A #&��%�&!�
��������+ P� ������P7E�)#A #��!�"��� ���� �&��%�+ A"� ���,M%� H���'  ����'!�!&+
#"%� �E�)#A "�� ��#����� %��'�� � #��A��&7E�)#A �� #&��%�H7�%!&7 ��&��B�� 6��� ��
��"���� R%�"��!H�!, #!$��% ' &!B� 7 6��� ���"���� ����$�7E�)#A '� ����� H�#7+ ���
�A$�� A"�$� #&��%�&!, ������) �#&��%�E  ��!, �%����� '����(���A O7 ��� &&�(��!+
P� & ���=�#�  !#"���!'�=�8 & #!$��% ��  � ���)#A  � ��"�&� M7�! C��7 ��'7%)���!
������ �)�$� ��' �%7+ P� #��#7��)#A  !#"���!'�=�8 '�M7�%��!B '����(��)+ ��&�("�
���E ���! �' ��#%� "��!  ���$� ��' �%7

3����� ����� 	��#� ��������(�7$��� 
#������

	!#"���!'�&��� '����(���A ��(�� ��!#��! 67�"=�E�

FD(x, y = FI(x, y)S(x, y), ������

 �  !#"���!'7�H� 67�"=�A

S(x, y) =
J1∑

j1=−J1

J2∑
j2=−J2

D(x − j1Δx, y − j2Δy) ����F�

#"%� �E�)#A �' (2J1 + 1)(2J2 + 1) � ��"�&!B ���7%)#�& D(x, y)+ P� 7�&�����) ��M��"7
' "��"�� (Δx,Δy) O7 ��� &&�(��!+ P� ���7%)#!+ A"�  !#"���!'7��)+ E �����&��!�!+
��" P�

+∞∫∫
−∞

D(x, y)dxdy = 1.

O7 ��� ��"�( &&�(��!+ P� 67�"=�A+ A"�  !#"���!'7E+ � ��(��� M%AB�� ���B� (��
��A #"��H���$� �����7 δ�67�"=�, DT (x, y) H���' %���,�!, 6�%)�� �' ���7%)#�!� &� $7"��
D(x, y) C�"!� H!���+

S(x, y) = DT (x, y) ∗ D(x, y), ���G��

 �

DT (x, y) =
J1∑

j1=−J1

J2∑
j2=−J2

δ(x − j1Δx, y − j2Δy). ���G��

@�#%A '���P���A &!��'7 ����F� & ������ � ��(!�� 6���7%7  %A  !#"���!'�&���$�
'����(���A

FD(x, y) =
J1∑

j1=−J1

J2∑
j2=−J2

FI(x, y)D(x − j1Δx, y − j2Δy). ���G��

���"�� =�E8 67�"=�8 ��E &!$%A 

FD(ωx, ωy) =
1

4π2
FI((ωx, ωy) ∗ [DT (ωx, ωy)D(ωx, ωy)], ���GG�

 � D(ωx, ωy) 0 ��'7%)��� �����&�����A D7��E 67�"=�8 D(x, y) @����&�����A D7��E #"���
H���8 ��M��"!  !#"���!'7�H!B ���7%)#�& ��!#7E�)#A #��&&� ��M���A�1

DT (ωx, ωy) =
sin [ωx(J1 + 1/2)Δx]

sin(ωxΔx/2)
sin [ωy(J2 + 1/2)Δy]

sin(ωyΔy/2)
. ���G��



.�&� !��%�� ������ �������)���5 )� ��:�% ���

� #!#���� &� ��&%���A '����(��) �������&�� '����(���A � ��(7E�)#A M%AB�� ���
�����%�&���A &� %�"�& . ��%)�� �������%A=�,�� 67�"=�8+ ��"� A" W�V>(x) �� ��##�%E&�+
'�'&!H�, &!'��H��� �� ��#"��H���, �%�P!�� Y"P� ( ��M��"�+ P�  !#"���!'7E+ ��E #"���
H��� ��'���!+ �� �� ��(�B &� #�"���)#A [B&�#�!S �������%A=�,�!B 67�"=�,+ ��( ���%!'7
"��8& '����(���A+ P� &� ��&%�E�)#A+ &!�!"���) ��B!�"! L%� ��"� ��B!�"! '�'&!H�,
#����) '��&�(%!&� ��%!�! ��! &�  �%���� &� ��( �� �0�� "��"�&  !#"���!'�=�8

���H���A &� %�"7+ P� &� ��&� �E �%�����7 (j1, j2)+ ��(�� '��,�! '� 6���7%��

FS(j1Δx, j2Δy) =

j1Δx+Ax∫
j1Δx−Ax

j2Δy+Ay∫
j2Δy−Ay

FI(x, y)D(x − j1Δx, y − j2Δy)dxdy, ���G
�

 � Ax+ Ay 0 ��,��%)M� ��'���! =)�$� �%�����7 @��� ��H�E�)#A+ P� '� H�# ����$�7&���A
& #!#���� �����)#A � !� &� %�"

������� '����!B ��&��#�) ���G
� ��(�� �����&��!�!  � &!$%A 7

FS(j1Δx, j2Δy) =

Ax∫
−Ax

Ay∫
−Ay

FI(j1Δx − α, j2Δy − β)D(−α,−β)dαdβ. ���G;�

J#"�%)"! ���� ��H�E�)#A+ P� '� H�# ����$�7&���A �����)#A ��%)"! � !� &� %�"+ ���
(� ����$�7&���A ��(�� ��'M!�!�!  � ∞ C� � ���G;� ��(�� ��'$%A ��! A" ��'7%)���
'$���"! &!B� ��$� '����(���A �' ���7%)#�!� &� $7"�� D(−x,−y) �� �� �%)M�8  !#�
"���!'�=�8 =�E8 '$���"! 7 #"��H���, ��%�#�� '�  �����$�� δ�67�"=�8 C� �+ ��B�7�H!
�6�"���!+ P� ��&�A'��� �' #"��H��!�! ��'�����! ��M��"! δ�67�"=�,+ P�  !#"���!'7E+
� ��(!��

FS(j1Δx, j2Δy) = [FI(x, y) ∗ D(−x,−y)]δ(x − j1Δx, y − j2Δy). ���G��

� ��%)M�#�� #!#���  !#"���!'�=�8  !#"���!'�&��!, ���7%)# E #!����!H�!�+ ���7 D(−x,−y) =
D(x, y)

.��7%)# '� #"��H��!�! ��'�����! 6�"�!H�� ' �,#��E �!')"�H�#����7 6�%)���=��
&!B� ��$� '����(���A+ P� ��!'&� !�)  � '&7(7&���A #��"��� � '���M7E ��B!�"!+ P�
&!�!"���) &��#%� �" ��"%� ���A #��"���&

,�$� ������	 ������ 
	���
����� &�3��;���

	%A ��'���!%"�&�$� &� ��&%���A �������&��$� '����(���A ����B� �� ����(!�!
M!�!�7 #��"��� &!B� ��$� '����(���A+ &'A&M! &� %�"! �� ���#����&!� '����!� �' H��
#����� �� �!(H� ��,"&�#��&#)"�8 � �������%�&��! &� %�"! '����(���A

	%A &� ��&%���A � ��"�%)���&!B '����(��) ��(�� '�#��#7&��! "�$������7 ���!�
H�7 #!#���7 � =�, #!#���� #��H��"7 6���$��67��) "���!�"7 ' �"���7 �%�"�������
�������&�8 ��7�"! � &!$���&%A��)  ����'!�!&+ A"!, &!#&��%���) "�%���&��!� %�'���
�!� �������� �&��%�+ P� ���,M%� H���'  ����'!�!&+ ���� �E �� %��'7+ A"� & #&�8,
'� ��, 6�"�%)��, �%�P!�� 7�&���E #&��%�&� ��%� �' ��'�� �%�� �����#!&��#��+ �������
=�,�!�  &�&!������7 #��"��7 D7��E ���#����&�$� ��'�� �%7 "��6�=�E��� ����7#"���A
 ����'!�!&7 /�(�� ��'��B7&��! ���!H�!, 6�%)��+ A"!, �! ��(��!� H!��� '����&�&
��'�� �% ���%��7 ! �� 6�'! #&��%�&�$� ��%A & �%�P!�� 6�%)���=�8+ ����� ��$ �! &� ��
$��&��! ��%) 6�%)���+ P� &� ��&%�E 	�7$� %��'� ��"�( &!"��7E �����&�����A D7��E �
&� ��&%�E '����(���A �� ��&��B�� 6����%�&"!

5�%�&�!�  �#��8�#�&�� ��!#����+ A"!, ���7 �&��� �� Q�7��� "�$�������8 ���!H��8
#!#���!+ A&%AE�)#A &� ��#�� ���#���� &!$���&%���A 6�%)���+ P� &� ��&%�E J��!��%)�
�!, 6�%)�� E ���#��  ��6��$���+ A"� ����7#"�E ��%)"!  !6��"=�,�7 "���!�"7 �7%)��
&�$� ���A "7
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<

?�,���#��M�� �������%A=�,��� 67�"=�E� A&%AE�)#A ��A��"7���+ '�  �����$��
A"�8 ' �,#��E�)#A �������%A=�A &� %�"�& ���$�H%����! �7%)�&�$� ���A "7 C�!"7���
67�"=�A '���'��H7E %���,�7 �������%A=�� ���M�$� ���A "7 C�"7 67�"=�� ��(�� ��'�
$%A ��! A" '$���"7  &�B ��A��"7��!B 67�"=�, �$���"� ��!"7���8 67�"=�8 �' ��A���
"7����  �E  '&����� ���7 �������%A=�,�7 67�"=��+ P� ��&� ��� �� �!#

@�&������A� =)�$� ���=�#7 ��(�� ��!,�!  � $�7#�&�8 �������%A=�,��8 67�"=�8
��!# ��

J#��%!&� '�7H�!�  %A �������%A=�8 '����(��) A&%AE�)#A "7��H�!, B�#�%�,�+ �#"�%)�
"! & ��'7%)���� �������%A=�8 � ��(7E�)#A 67�"=�A+ P� E �������&��� �� $%� "�� 7
&7'%�B �������%A=�8 N� 67�"=��+ P� &� ��'�AE�)#A &� �7%A ��%)"! �� H��!�)�B ������
&�%�B  !#"���!'�=�8+ ��(�� � ��(��!+ A"P� &!"����! '$���"7 H��!�)�B ��A��"7��!B
67�"=�,

,����� Tx = 2π/ωxT Ty = 2π/ωy

D7�"=�A �!'��H���A

W�V>(x) R(x, y) =
4

TxTy

sin(2π/Tx)x
(2π/Tx)x

sin(2π/Ty)y
(2π/Ty)y

���"�� R(ωx, ωy) = 1+ |ωx| ≤ ωxs + |ωx| ≤ ωxs

@�A��"7� R0(x, y) = 1/(TxTy)+ |x| ≤ Tx/2+ |y| ≤ Ty/2

���"�� R0(ωx, ωy) =
sin(ωxTx/2)

ωxTx/2
sin(ωyTy/2)

ωyTy/2

C�!"7��� R1(x, y) = R0(x, y) ∗ R0(x, y)

���"�� R1(ωx, ωy) = R2
0(ωx, ωy)

��%�"�% R2(x, y) = R0(x, y) ∗ R1(x, y)

���"�� R2(ωx, ωy) = R3
0(ωx, ωy)

�7� B�#�%�,� R3(x, y) = R0(x, y) ∗ R2(x, y)

���"�� R3(ωx, ωy) = R4
0(ωx, ωy)

5�7#�&� R(x, y) =
1

2πσ2
w

exp
[
−x2 + y2

2σ2
w

]

���"�� R(ωx, ωy) = exp

[
−σ2

w(ω2
x + ω2

y)
2

]
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&��"�'�$�( �.�456 $ %�2 ! # �������$�7 ��#$ %��

� =)��7 ��' �%� ��'$%A �E�)#A ��$���&!�����  !#"����� �����&�����A D7��E �	@D�
�� ,�$� '&�A'�" '� '&!H�,�!� �����&�����A� D7��E <�'���%A��)#A ��"�(  �A"� �%$��
�!��! K@D  %A ��H!#%���A 	@D �' '�#��#7&���A�  � ��#%� �&��#��, #"��H����8 ����
�A(��#��

O�$���&!����� 	@D E � ��H�#�� ��H�!� ��� #��&%���A� �����&�����A D7��E  %A
��#%� �&��#��, #"��H���8 ����A(��#��+ � ��"�( ��'"%� ���A� & �A D7��E ��$���&!�
�����8 ����� !H��8 ��#%� �&��#�� @�!B�&��� ����� !H��#�) ��(� �7�! &!"��!#����  %A
��'���"! �6�"�!&�!B 7 ��H!#%�&�%)���7 &� ��M���� �%$��!���& ,�$� ��H!#%���A �
������ �)��7 ��' �%� ��"�'���+ P� �#�7��) ��'�� &������! ����� !H��$� �� �&(���A
��$���&!����!B ��#%� �&��#��, � =)�$� &!��"�E �#�7&���A ��$��)�B ��(%!&!B �%$��!�
���& 	@D 	%A ���#���! �! ��H���� �' &!"%� ���A ��A��"7��������� !H�!B #!$��%�&
�� ��A��"7���$� 	@D

-��� �������
����� ���������)���	���+��� ����	��
�����!

� 
�����	 ���������� ���	
 ���� 

	&�&!����� ��#%� �&��#�) x̃(n1, n2) �7 � ��A��"7��������� !H���+ A"P�

x̃(n1, n2) = x̃(n1 + N1, n2) = x̃(n1, n2 + N2) �F��

 %A &#�B (n1, n2)T N1+ N2 0  � ���� =�%� H!#%� Y"P� =� H!#%� E ��,���M� '� &#�B  � ���!B
=�%!B H!#�%+  %A A"!B #���& (7E�)#A ��&��#�) �F��+ �� &��! ��'!&���)#A �����������(
��� �� ������������ ���	����� x̃ O7 )�A"� ����� !H�� ��#%� �&��#�) �' $��!'����%)�
�!� �� &���!"�%)�!� ����� ��! N1 �� N2 #��&�� ��!#7E�)#A N1 × N2 ��'�%�(�!�!
&� %�"��! @�A��"7��7 ��%�#�)

RN1N2 = {(n1, n2) : 0 ≤ n≤N1 − 1, 0 ≤ n2 ≤ N2 − 1} �F��

�! �7 ��� ��'!&��! 
�������������� ���	����
@���� !H�� ��#%� �&��#�) �� 88 67� ������%)�!, ����� ��"�'��� �� �!# F� O7 )�

A"7 ����� !H�7 ��#%� �&��#�) x̃(n1, n2) �' $��!'����%)�!� �� &���!"�%)�!� ����� ��!
N1 �� N2 ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A � #"��H����8 #7�! "���%�"#�!B #!�7#�8 �' "����!�
�! H�#�����! N� #��&&� ��M���A+ P� A&%AE #���� ������	���) ���������) ��� �����+
��(�� '��!#��! ��"!� H!���

x̃(n1, n2) =
1

N1N2

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

X̃(k1, k2) exp
(

i
2π
N1

n1k1 + i
2π
N2

n2k2

)
. �FG�

����%�"#�� #!�7#�8 �

exp
(

i
2π
N1

n1k1 + i
2π
N2

n2k2

)



��� /� ��������� ���#$,�����)  ������������� ��������

"��� Q�#� 3��
����	� �����!
�	� &���
���	
��� �� %% ��	��	� &��
���

E ��A��"7��������� !H�� �' $��!'����%)�!� N1 �� &���!"�%)�!� N2 ����� ��!  %A
&#�B =�%!B '��H��) ���������& k1+ k2 I!#%� X̃(k1, k2) ��'!&���)#A ���
		������ ����
����� �B ��(�� '��,�!  %A x̃(k1, k2) '�  �����$�� ��&��#��

X̃(k1, k2) =
N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

x̃(n1, n2) exp
(
−i

2π
N1

n1k1 − i
2π
N2

n2k2

)
. �F��

<�&��#�� �FG� �� �F�� E �������!H�� ����(��
J����=�� ��H!#%���A "��6�=�E���& �A 7 D7��E ��(�� ���������7&��! A" �����&��

����A � ��E8 ����� !H��8 ��#%� �&��#�� & ��M7 ' ��E� ( ����� !H��#��
@���� !H�7 ��#%� �&��#�) ��(�� %�$"� ���7 7&��! ' ��#%� �&��#�� #"��H����8 ����

�A(��#�� ?���!"%� + ��B�, x(n1, n2) 0 ��#%� �&��#�) #"��H����8 ����A(��#��+ A"� ��E
�����7 ��%�#�) RN1N2 + P� &!'��H��� �F�� C� � x̃(n1, n2) ��(�� &!'��H!�! A" ��#%��
 �&��#�)

x̃(n1, n2) =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

x(n1 − k1N1, n2 − k2N2). �F
�

N�, #!$��% E ��A��"7��������� !H�!, � ��E ��"7 &%�#�!&�#�)1 & ��%�#�� RN1N2 ���
#%� �&��#�� x̃(n1, n2) �� x(n1, n2)  ���&����) � �� � ��, @�#%� �&��#�) x̃(n1, n2) ��E
��'&7 ���	���#���� ����������� x(n1, n2) J#"�%)"!

x(n1, n2) =

{
x̃(n1, n2), (n1, n2) ∈ RN1N2 ,

0 7 ��M�� &!�� "�&
, �F;�



/��� 
���������� ����������,���������� ������������� � ������� ��������� ����� "��#$���

�� �7 )�A"� ��#%� �&��#�) #"��H����8 ����A(��#�� #��&�� &!'��H�E�)#A #&�8� ����� !�
H�!� ��� �&(���A� �� ������� ��%�#��

/�(�� ��"�( ��'$%A ��! ����� !H�7 ��#%� �&��#�) X̃(k1, k2) A" ����� !H�� ����
 �&(���A ��#%� �&��#�� #"��H����8 ����A(��#�� �' "��6�=�E���& �A 7 D7��E X(k1, k2)
J�(�+

X̃(k1, k2) =
∑
j1

∑
j2

X(k1 − j1N1, k2 − j2N2) �F��

��

X(k1, k2) =

{
X̃(k1, k2), 0 ≤ k1 ≤ N1 − 1, 0 ≤ k2 ≤ N2 − 1,
0 7 ��M�� &!�� "�&

, �F��

J#"�%)"! x̃(n1, n2) �� X̃(k1, k2) '&�A'��� ��&��#�A�! �FG�+ �F��+ ��(�� ��H!#%�&��!
x(n1, n2) �� X(k1, k2) � �7 ' ��M�8 M%AB�� ��#%� �&��#�� �����=�,+ P� E ��������1

x(n1, n2) ↔ x̃(n,n2) ↔ X̃(k1, k2) ↔ X(k1, k2). �FF�

�!"��!#��&7�H! ��&��#�� �FG�+ �F�� �� �F;�+ �F��+ ��(�� &!�!#��!  !#"����� �����&��
����A D7��E

X(k1, k2) =
N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

x(n1, n2) exp
(
−i

2π
N1

n1k1 − i
2π
N2

n2k2

)
�F���

 %A 0 ≤ k1 ≤ N1 − 1+ 0 ≤ k2 ≤ N2 − 1

x(n1, n2) =
1

N1N2

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

X(k1, k2) exp
(

i
2π
N1

n1k1 + i
2π
N2

n2k2

)
. �F���

 %A 0 ≤ n1 ≤ N1−1+ 0 ≤ n2 ≤ N2−1 D�"�!H��+ ����� 7����! '��H�" ·̃ �' #��&&� ��M��)
 %A  !#"�����$� �A 7 D7��E C�, 6�"�+ P�  !#"����!, �A D7��E �  !#"����� �����
�&�����A D7��E 0 =� �� #7�� � �� , �� #���+ �'��H�E+ P� ��%)M�#�) &%�#�!&�#��, 	@D
����) #��# ��%)"! 7 ���7 ��'�+ A"P� �! ��'7��E�� ,�$� A" �A D7��E ?���!"%� + A"P�
&!��' �F��� '�#��#�&7��)  %A ��H!#%���A &� %�"�& x ��'� ��%�#�� RN1N2 + � ��(7��)
�� &� %�"! x+ � &� %�"! x̃

D7��E������&�����A ��#%� �&��#�� #"��H����8 ����A(��#�� ' ������� ��%�#�� RN1N2

��!#7E�)#A &!��'��

X(ω1, ω2) =
N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

x(n1, n2) exp(−iω1n1 − iω2n2). �F���

.' ����&�A��A �F��� �� �F��� ��H!��+ P� 	@D #"%� �E�)#A �' &� %�"�& 67��E������&�����A

X(k1, k2) = X(ω1, ω2)
∣∣
ω1=2πk1/N1,ω2=2πk2/N2

. �F�G�

/! &(� '��E�� ' ������ �)�$� �ZZ� ��' �%7+ P� #!$��%! ' ����(���� #�7$�� H�#���
��(�� ��H�� ��!#��! '��H���A�! 8B��B &� %�"�& 7 ���#����&�, ��%�#��+ ����� #!$��%! '
����(���� #�7$�� H�#��� ��(�� ��H�� ��� #��&!�! &� %�"��! 8B��B 67��E������&����)
	�%�+ �! '��E��+ P�  !#"���!'�=�A #!$��%7 ' ������(���� #�7$�� H�#��� ��!'&� !�)
 � ��"%� ���A ,�$� #��"��� L��%�$�H��+  !#"���!'�=�A 67��E������&�����A ���#�����
&� ������(���$� #!$��%7 ' ����� ���!����A X̃(k1, k2) �� �� �%)M� ��H!#%���A x̃(k1, k2)
'�  �����$�� �FG� ��!'&� !�)  � ���#����&�$� ��"%� ���A #!$��%7+ A"!, ��!#7E�)#A
#��&&� ��M���A� �F
� @�#%� �&��#�) x(n1, n2) ��(�� &� ��&!�! ' x̃(k1, k2) ��%)"! �� �+
"�%! &��� ���#����&� ����(��� ��%�#��+ A"� �� ��%)M� '� RN1N2  C�"!� H!���+ 	@D



��� /� ��������� ���#$,�����)  ������������� ��������

��� #��&%AE #���� ��M!, &������ '�#��#7&���A ������! &� %�"�&+ "�%! &!"��7E�)#A  !#�
"���!'�=�A 67��E������&�����A #!$��%7+ � �� #���$� �������&��$� #!$��%�

�!'��H���A 	@D ��(�� ��'��&#� !�! �� ��$���&!����� ��#%� �&��#�� ?�B�, E
M �&!����� ��#%� �&��#�) ' ������� ��%�#��

RN = {n : 0 ≤ ni ≤ Ni − 1, i = 1,M. �F���

?�B�, N 0  ��$���%)�� ����!=A �' i��  ��$���%)�!� �%�������+ P�  ���&��E Ni ��
��"�8 7��&! M �&!����� 	@D ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

X(k) =
∑

n∈RN

x(n) exp[−ikT (2πN−1)n]. �F�
�

x(n) =
∑

k∈RN

X(k) exp[ikT (2πN−1)n]. �F�;�

������� 	� $������!� �������!
�	� �3? N1 × N2 × N3��������% &���
���	���
� ��� ���
�	���1���� ���2

x(n1, n2, n3) =

{
1, 0 ≤ n1 ≤ N1 − 1, n2 = 0, n3 = 1,

0 � ��4�
 ��&���
�
5Q�#B6

7�� &�� 	��� �� ������ � � ������
 RN �� &���
���	
��� ���
����	�	�

x(n1, n2, n3) = δ(n2, n3 − 1), (n1, n2, n3) ∈ RN,

�� ����!�1!�

X(k1, k2, k3) =
N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

N3−1∑
n3=0

δ(n2, n3 − 1)Wn1k1
N1

Wn2k2
N2

Wn3k3
N3

=

=W k3
N3

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

δ(n2)Wn1k1
N1

Wn2k2
N2

= W k3
N3

N1−1∑
n1=0

Wn1k1
N1

. 5Q�#:6

X(k1, k2, k3) =

{
N1W

k3
N3

, k1 = 0, (k1, k2, k3) ∈ RN

0 � ��4�
 ��&���
�
5Q�#Q6

������� �� "�����	�!� ����	�	� �����!
�	� �3? N1 × N2��������% &���
���	���
� ���
����	� �&
��
�	�4�		�!

X(k1, k2) =

{
1, 0 ≤ k1 ≤ M1 − 1, 0 ≤ k2 = 0 ≤ M2 − 1,

0 � ��4�
 ��&���
�,
5Q�(K6

�� N1 ≥ M1� N2 ≥ M2�
3���
���	
��� x(n1, n2) ������1���� ����! ��	�!2

x(n1, n2) =
1

N1N2

M1−1∑
k1=0

M2−1∑
k2=0

W−n1k1
N1

W−n2k2
N2

=
1

N1

M1−1∑
k1=0

W−n1k1
N1

1
N2

M2−1∑
k2=0

W−n2k2
N2

=

1
N1

1 − W−n1M1
N1

1 − W−n1N1

1
N2

1 − W−n2M2
N2

1 − W−n2N2
= exp

[
−i2π

(
n1(M1 − 1)

2N1
+

n2(M2 − 1)
2N2

)]
×

× 1
N1N2

sin
πn1M1

N1

sin
πn1

N1

sin
πn2M2

N2

sin
πn2

N2

.

5Q�(#6

]��!�	�� �
1% &���
���	���
 1 ��!&����	
 ������ "�����	�!� ����!� ����		
 !	��	��
����� ������ 
 &��������!�  ��� �� ��	��
8 (n1n2)� 5���� Q�(6�

A� !	��	�� ����1 ����8 ���
�	� 
!&����	��� �
����� 
�����	��� �
����� 	��	
� ������

� &���������! 	������		�!�



/��� 
���������� ����������,���������� ������������� � ������� ��������� ����� "��#$���

"��� Q�(� 9!&�
���� ���	��� x(n1, n2)

:����� ����������
 ����������� ����������� �����

&���	#�	 �����<

<�'$%A���� ����� !H�7 ��#%� �&��#�) x̃(n1, n2) �' ����� ��! N1+ N2 ��  !#"����!�!
"��6�=�E����! �A 7 D7��E X̃(k1, k2) ?�B�, ỹ 0 ��'7%)��� '#7&7 x̃

ỹ(n1, n2) = x̃(n1 − m1, n2 − m2). �F���

���6�=�E��!  !#"����!B �A �& D7��E ��#%� �&��#��, x̃ �� ỹ '&�A'��� #��&&� ��M���A�

Ỹ (k1, k2) = W m1k1
N1

W m2k2
N2

X̃(k1, k2). �F�G�

� 7��B7&���A� �F��� ��#%� �&��#�) #"��H����8 ����A(��#�� y

y(n1, n2) =

{
ỹ(n1, n2), (n1, n2) ∈ RN1N2 ,

0 7 ��M�� &!�� "�&
�F���

���!�7��) M%AB�� =!"%�H��$� '#7&7 x(n1, n2)+ �����

y(n1, n2) = x[((n1 − m1))N1 , ((n2 − m2))N2 ], (n1, n2) ∈ RN1N2, �F�
�

 � ��'��H���A ((n))N �'��H�E+ P� =�%�H!#%�&� '����� n �����)#A �� �� 7%� N  �Y"P�
p = ((n))N + �� 0 ≤ p ≤ N − 1 , �#�7E =�%�H!#%�&� '����� I ��"�+ P� n = p + IN�

	@D Y (k1, k2) &!'��H�E�)#A  %A (k1, k2) ∈ RN1N2 ��"!� H!���1

Y (k1, k2) = Ỹ (k1, k2) = W m1k1
N1

W m2k2
N2

X̃(k1, k2) = W m1k1
N1

W m2k2
N2

X(k1, k2). �F�;�

J��E �7�H! �F�
� �� F�;�+ ���!��E��

x[((n1 − m1))N1 , ((n2 − m2))N2 ] = W m1k1
N1

W m2k2
N2

X(k1, k2). �F���

,������ 5��������<

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

x(n1, n2)y∗(n1, n2) =
1

N1n2

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

X(k1, k2)Y ∗(k,1k2). �F���

$�����	� �%�#�!&�#�) �� 7%A=�8 ��%A$�E 7 ���7+ P� A"P� ��#%� �&��#�) ������
(7E�)#A �� "���%�"#�7 �"#������7+ �� 88 	@D �� ���A "�&7E�)#A =!"%�H���7 '#7&7

W−n1l1
N1

W−n2l2
N2

x(n1, n2) ↔ X[((k1 − l1))N1 , ((k2 − l2))N2 ]. �F�F�



��� /� ��������� ���#$,�����)  ������������� ��������

:����� A���
$�� (������

?�B�, E  &� ��#%� �&��#�� #"��H����8 ����A(��#�� x(n1, n2) �� h(n1, n2) �' �����
��� ��%�#�� RN1N2  ��(�� ' =!B ��#%� �&��#��, ��E 	@D x(n1, n2) ↔ X(k1, k2) ��
h(n1, n2) ↔ H(k1, k2) &� ��&� �� ?�B�, Y (k1, k2) E N1×N2���H"�&!,  !#"����!, #��"��+
P� ���7 �&��� ��"!� H!���1

Y (k1, k2) = H(k1, k2)X(k1, k2). �FG��

���, ��� y(n1, n2) <�'$%A���� ����� !H��  ���&���� ��#%� �&��#�� x̃+ h̃+ X̃ + H̃+ Ỹ 
J#"�%)"!

Ỹ (k1, k2) = H̃(k1, k2)X̃(k1, k2), �FG��

�� ��(�� &!"��!#���! �������!,  !#"����!, �A D7��E �FG� � '��!#��!

ỹ(n1, n2) =
1

N1N2

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

H̃(k1, k2)X̃(k1, k2)W−n1k1
N1

W−n2k2
N2

. �FG��

�!��'!�� X̃(k1, k2) 7 &!$%A �

X̃(k1, k2) =
N1−1∑
m1=0

N2−1∑
m2=0

x̃(m1,m2)W m1k1
N1

W m2k2
N2

�FGG�

� '���#�!�� =�, &!��' 7 �FG��

ỹ(n1, n2) =
N1−1∑
m1=0

N2−1∑
m2=0

x̃(m1,m2)
1

N1N2

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

H̃(k1, k2)W
−(n1−m1)k1

N1
W

−(n2−m2)k2

N2
=

=
N1−1∑
m1=0

N2−1∑
m2=0

x̃(m1,m2)h̃(n1 − m1, n2 − m2).

�FG��
�� &!�A�"�� ��( �� #7��&7&���A =�, &!��' ��E 6���7 '&!H�,��8  &�&!�����8 '$���"!
����#�) �� #7��&7&���A '� &#��� &� %�"��!  ��7�"7  �#!�)  � �&��! ��%)"! �� &� %��
"! ��'7%)�7�H�8 ��#%� �&��#��+ P� ��%�(��) ��%�#�� RN1N2  @�#%� �&��#�) ỹ(n1, n2) E
��A��"7��������� !H�� �' ����� ��! N1+ N2 J�(�

y(n1, n2) =
N1−1∑
m1=0

N2−1∑
m2=0

x̃(m1,m2)h̃(n1 − m1, n2 − m2)
∣∣
(n1,n2)∈RN1N2

=

=
N1−1∑
m1=0

N2−1∑
m2=0

x(m1,m2)h[((n1 − m1))N1 , ((n2 − m2))N2 ].

�FG
�

?�'&��� y =!"%�H��� '$���"�� h �� x �!#%�& [=!"%�H�� '$���"�S �'��H�E+ P� h
'�'��E =!"%�H�!, '#7& �� &� ��M����  � x �� ����!&�$7 '&!H�,���7 %���,���7 '#7&7+
"�%! h ���#�� %���,�� '#7&�E�)#A &� ��#�� x Y" � '&!H�,�� '$���"�+ =!"%�H�� '$���"�
��E &%�#�!&�#�� "��7���!&��#��+ �#�=���!&��#�� ��  !#��!�7�!&��#�� &� ��#��  � �&���
�A

	@D ��E ����&�$7 ����&�A�� �' �����&�����A� D7��E+ �#"�%)"! ��(� �7�! ��H!#%��
�� M%AB�� N2

1 ×N2
2 "���%�"#�!B ���(��) ��  � �&��) Y" , 7 � ��&!������7 &!�� "7

�#�7E ���#�!, '�#��+ P�  �'&�%AE &!"��!#��&7&��! =!"%�H�7 '$���"7  %A ��H!#%���A
%���,��8 '$���"!

?�B�, x(n1, n2) ��E �����7 ��%�#�) RP1P2 + � h(n1, n2) 0 RQ1Q2  @�'��H!�� H���'
w(n1, n2) ��'7%)��� %���,��8 '$���"!

w(n1, n2) =
∑
m1

∑
m2

h(m1,m2)x(n1 − m1, n2 − m2). �FG;�



/��� 
���������� ����������,���������� ������������� � ������� ��������� ����� "��#$���

@�#%� �&��#�) w(n1, n2) ��E �����7 ��%�#�)

0 ≤ n1 ≤ P1 + Q1 − 1, 0 ≤ n2 ≤ P2 + Q2 − 1. �FG��

�!"��!#��&7�H! 	@D ��'����� N1 ≥ max(P1, Q1) �� N2 ≥ max(P2, Q2)+ ��(��
'��,�! =!"%�H�7 '$���"7 y = h ∗ ∗x

y(n1, n2) =
Q1−1∑
m1=0

Q2−1∑
m2=0

h(m1,m2)x̃(n1 − m1, n2 − m2)  %A (n1, n2) ∈ RN1N2 . �FG��

@���� !H�� ��� �&(���A x̃(n1 − m1, n2 − m2) ��#%� �&��#�� #"��H����8 ����A(��#��
x(n1, n2) ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

x̃(n1 − m1, n2 − m2) =
∑
r1

∑
r2

x(n1 − m1 − r1N1, n2 − m2 − r2N2). �FGF�

����#�!&M! =�, &!��' 7 �FG�� ��#%A &� ��&� �!B �����&����) ���!��E��

y(n1, n2) =
∑
r1

∑
r2

[
Q1−1∑
m1=0

Q2−1∑
m2=0

h(m1,m2)x(n1 − m1 − r1N1, n2 − m2 − r2N2)

]
 %A (n1, n2) ∈ RN1N2 .

�F���
��& A"! ����(��!� ��'����� h(n1, n2) &!��' 7  7("�B E %���,�� '$���"�+ A"7 ��(��
��'��H!�! A" w(n1, n2) J�(�+ ��E��

y(n1, n2) =
∑
r1

∑
r2

w(n1 − r1N1, n2 − r2N2)  %A (n1, n2) ∈ RN1N2 . �F���

@�#%� �&��#�) y(n1, n2)  ���&��E ���#����&��7 ��"%� ���� "���8 ��#%� �&��#�� w(n1, n2)
& ��%�#�� RN1N2  L%� �#"�%)"! w(n1, n2) 0 ��#%� �&��#�) ����(���8 ����A(��#��+ ��+
����&M!

N1 ≥ P1 + Q1 − 1, N2 ≥ P2 + Q2 − 1, �F���

���!��E��+ P� "���8 w(n1, n2) 7 ��&��#�� �F��� �� �7 7�) ����"�!&��!#A+ � ��&��#�) �F���
�����&���E�)#A 7

y(n1, n2) = w(n1, n2)  %A (n1, n2) ∈ RN1N2. �F�G�

J�(�+ ��'7%)��� =!"%�H��8 '$���"!  ���&��E ��'7%)���7 %���,��8 '$���"!
�&� #! &!��"�E ���=� 7�� ��H!#%���A %���,��8 '$���"! �' &!"��!#����A� 	@D1

� J����! N1 �� N2+ P� '� �&�%)�A��) 7��&7 �F���

� 	���&�!�! h(n1, n2) ����B� ��� "�%)"�#�� �7%�&  %A '���&����A ��%�#�� RN1N2 

G 	���&�!�! x(n1, n2) ��"!� (� H!���

� J�H!#%!�! (N1 × N2)���H"�&� 	@D h(n1, n2) �� x(n1, n2)


 ���,�!  ��7��" H(k1, k2)X(k1, k2)

; J�H!#%!�! (N1 × N2)���H"�&� �������� 	@D  %A H(k1, k2)X(k1, k2) <�'7%)���
=)�$� ��H!#%���A � �7 � M7"���� %���,��� '$���"��

� =�, ���=� 7�� "��"! �0; '���'��H7��) &!"�����A "�7$�&�8 '$���"! y = h ∗ ∗x+
A"�  ���&��E %���,��, '$���=� w = h ∗ ∗x '�& A"! ���&!%)���7 &!���7 N1 �� N2

������� �� "�����	�!� &����� ��&����� ���� x(n1, n2) �� h(n1, n2) R &���
���	���
 ����
!
��! 2 × 2�

x(n,1n2) =

⎡
⎢⎢⎣1 0

2 1

⎤
⎥⎥⎦ ; h(n,1n2) =

⎡
⎢⎢⎣1 0

1 1

⎤
⎥⎥⎦ .



��	 /� ��������� ���#$,�����)  ������������� ��������

G� !�1!� ��	� ����� &���
���	���� �� !	���	� �	���	� �
��
�
� 5n1 R 
	���� ����&��� n2 R
�����6� ;
��
� (0, 0) R ���!
�	� � 	��	��!� �
��!� ���
�

�3? ���!
��! 2 × 2 !��	� ��&����� ����! ��	�!2

X(0, 0) = x(0, 0) + x(1, 0) + x(0, 1) + x(1, 1); X(1, 0) = x(0, 0) − x(1, 0) + x(0, 1) − x(1, 1);

X(0, 1) = x(0, 0) + x(1, 0) − x(0, 1) − x(1, 1); X(1, 1) = x(0, 0) − x(1, 0) − x(0, 1) + x(1, 1).

3
��� &
��� &
����	���� ������ ������!�

X(k1, k2) =

⎡
⎢⎢⎣2 0

4 2

⎤
⎥⎥⎦ ; H(k1, k2) =

⎡
⎢⎢⎣1 −1

3 1

⎤
⎥⎥⎦ .

H(k1, k2)X(k1, k2) =

⎡
⎢⎢⎣ 2 0

12 2

⎤
⎥⎥⎦ .

$���	�	� �3? ��1 ����
�	� �������

y(n1, n2) =

⎡
⎢⎢⎣3 2

4 3

⎤
⎥⎥⎦ . 5Q�,,6

)�&�� �������1!� �
	
 	� ������� ��� �� ���� &���
���	���� 
� ���������		�! (4 × 4)� ���
������� �3?� ^
	
 	� ������� ���� 52 × 26� �������� &���
���	���� ���� 53 × 36��������8
&���
���	
��8� $��
���� ���!
� �3? � ���	�!� ��!
�
 �
��4� ��
����	��� ���!
�� �
	
 	�%
�������� 54× 46� ������� ����
�	� ������� 
 �
	
 	� ������� ������ 
��	���	�!�� ��&��	88��
x �� h �� ��&��	�		� �&��	�% ������
 4 × 4� ����!�1!�

x(n1, n2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

2 1 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

; h(n1, n2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

1 1 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

;�����1!� (4 × 4)�������� �3?2

X(k1, k2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 + j 2 1 + j 2 + 2j

2 1 − j 0 1 + j

3 − j 2 − 2j 1 − j 2

4 3 − j 2 3 + j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;

H(k1, k2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

32 + j 2 j 1 + 2j

1 −j −1 j

2 − j 1 − 2j −j 1

3 2 − j 1 2 + j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;



/��� 
���������� ����������,���������� ������������� � ������� ��������� ����� "��#$���

H(k1, k2)X(k1, k2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 + 5j 2 −1 + j −2 + 6j

2 −1 − j 0 −1 + j

5 − 5j −2 − 6j −1 − j 0

12 5 − 5j 2 5 + 5j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

;
��!�!� ����	�	� �3?2

w(n1, n2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

1 0 0 0

3 2 0 0

2 3 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

7�� �8 &���
���	
��� &���������� � &���
���	
��� ���!
�� 2×2 4����! &����������� 	�����
��		�� ������!� ���������� 
��	���	� 5Q�,,6�

"�������� ��� &�������� � ������	���� !��	� ����!��� �	��	� &����
4� 4����! &���
!��� �������		� �
	
 	�% ��������

-��� 83+������� #��

	@D &!"��!#��&7E�)#A 7 &�(%!&!B ��!"%� ���AB '�& A"! ���7+ P� �#�7��) �6��
"�!&�� �%$��!��! ,�$� ��H!#%���A ?���!"%� + �#"�%)"! &� %�"! 	@D  ���&����) &� �
%�"�� 67��E������&�����A+ 	@D ��(�� &!"��!#��&7&��!  %A #��"���%)��$� ���%�'7
��$���&!����!B #!$��%�& 	@D ��(�� ��"�( '�#��#�&7&��!  %A ��H!#%���A %���,��8
'$���"! '� 7��&! '�����$���A ���#����&�$� ��"%� ���A 	@D ��"�( ��(�� &!"��!�
#��&7&��!  %A �� �%�&���A �� ���%�'�=�8  !#"����!B %���,�!B #!#���+ P� ��&��������
 � '#7&7

:����� 2�#� �0$������

@�A�� ��H!#%���A  &�&!�����$� 	@D 0 =� ��H!#%���A �� &�,��8 #7�!

X(k1, k2) =
N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

x(n1, n2)W n1k1
N1

W n2k2
N2

, 0 ≤ k1 ≤ N1 − 1, 0 ≤ k2 ≤ N2 − 1, �F�
�

 �+ A" � ����M�+ WN ≡ exp
(
−i

2π
N

)


�7�7 	@D & �F�
� ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

X(k1, k2) =
N1−1∑
n1=0

[
N2−1∑
n2=0

x(n1, n2)W n2k2
N2

]
W n1k1

N1
. �F�;�

@�'��H!��

G(n1, k2) =
N2−1∑
n2=0

x(n1, n2)W n2k2
N2

; X(k1, k2) =
N1−1∑
n1=0

G(n1, k2)W n1k1
N1

. �F���

��(�!, #��&��=) ��#%� �&��#�� G 0 � ��&!����� 	@D &� ��&� ��$� #��&�=A x+ � "�(�!,
�A �" ��#%� �&��#�� X 0 � ��&!����� 	@D &� ��&� ��$� �A "7 G J�(�+  &�&!�����
	@D ��(�� ��H!#%!�!+ A"P� #��H��"7 ��H!#%!�! 	@D "�(��$� #��&�=A x+ '��!#��!
��'7%)���! 7 &!$%A � �����(��$� ��#!&7+ � ����� ��H!#%!�! 	@D "�(��$� �A "7 =)��
$� �����(��$� ��#!&7 /�(�� ��"�( #��H��"7 ��H!#%!�! 	@D �A "7+ � ����� 	@D
#��&�=A



��
 /� ��������� ���#$,�����)  ������������� ��������

M �&!����� 	@D ��(�� &!"����! ��"!� (� M%AB��
@�A�� ��H!#%���A ������7E

C����� = N2
1 N2

2 . . . N2
M �F���

"���%�"#�!B ���(��) ��  � �&��) �� ���� �� ��'"%� ���A �� #��&�=� �� �A "!  %A
��H!#%���A &� ��&� �!B � ��&!����!B 	@D ��E��

C��� ��	 = N1N2 . . . NM (N1 + N2 + · · · + NM ) �F�F�

"���%�"#�!B ���(��) ��  � �&��) Y"P� "�(�� �' H!#�% Ni '��!#7E�)#A 7 &!$%A � #���
���A  &�B+ P�� ��(�� �7%� &!"��!#��&7&��! K@D+ �� "�%)"�#�) "���%�"#�!B ���(��)
��(�� P� #"����!�!  �

C��� ��� = N1N2 . . . NM
1
2

log2(N1N2 . . . NM ) �F
��

��%)"�#�) "���%�"#�!B  � �&��) & &�H� ��%)M�
_�� � ��(��! 7A&%���A ��� �"������ & ��H!#%���AB+ ��'$%A���� &!����! �� &!�

"�����A (1024 × 1024)���H"�&�$�  &�&!�����$� 	@D "�(�!� �' =!B �� B� �& C����� =
240 = 1012 ������7E "���%�"#�!B ���(��)+ C��� ��	 = 231 = 2 · 109+ C��� ��� = 10 · 220 ≈
107 "���%�"#�!B ���(��) O�H!��+ P� '�#��#7&���A � ��&!�����$� K@D '���M7E ���
#A$ ��H!#%��) ��!�%!'�� & 105 ��' ��7&�(!��+ P� & � ��,  ��� ��,(� 105#

:����� 6������# >������� ����������� ����� �� �������
� �����


�  &�&!������7 �%$��!��� 	@D �� &�"�����, �#��&� 	@D ��'�!&�E�)#A �� ��#%��
 �&�� ���M�  &�&!����� 	@D  ��!+  �"! �� '�%!M��)#A ��!&��%)��  &�&!����� 	@D+
A"� , #%� &!"��7&��!

/�(�� � ��(��! &������ �%$��!��7 [����� (7&���AS 7 H�#�+ A"P� &!��'!�! (N1×
N2)���H"�&� 	@D H���' � (N1/2×N2/2)���H"�&� 	@D �A"P� N1 �� N2  �%A�)#A �� �� �
����� #���P���A ��!�7#�!��+ P� N1 = N2 = N  @��=�# �� #7��&7&���A 	@D &!��'7
�F�
� ��(�� ��'�!�! �� � �� #7��&7&���A1 ���M� '� &� %�"��! x  %A n1 �� n2 ����!BT
 �7$� 0  %A n1 ����!B+ � n2 ������!BT ����E 0  %A n1 ������!B+ � n2 ����!BT H��&����
0  %A n1 �� n2 ������!B N�  �E

X(k1, k2) = S00(k1, k2) + S01(k1, k2)W k2
N + S10(k1, k2)W k1

N + S11(k1, k2)W k1+k2
N , �F
��

 �

S00(k1, k2) ≡
N/2−1∑
m1=0

N/2−1∑
m2=0

x(2m1, 2m2)W 2m1k1+2m2k2
N , �F
��

S01(k1, k2) ≡
N/2−1∑
m1=0

N/2−1∑
m2=0

x(2m1, 2m2 + 1)W 2m1k1+2m2k2
N , �F
G�

S10(k1, k2) ≡
N/2−1∑
m1=0

N/2−1∑
m2=0

x(2m1 + 1, 2m2)W 2m1k1+2m2k2
N , �F
��

S11(k1, k2) ≡
N/2−1∑
m1=0

N/2−1∑
m2=0

x(2m1 + 1, 2m2 + 1)W 2m1k1+2m2k2
N , �F

�

/��(!�! S00+ S01+ S10+ S11 ����� !H�� �� (k1k2) ' $��!'����%)�!� �� &���!"�%)�!�

����� ��! N/2 �!"��!#��&7�H! =�, 6�"�+ � ��"�( ��+ P� W
N/2
N = −1+ ��(�� �' &!��'7

�F
�� ���!���! ��"� ����(��#��1

X(k1, k2) = S00(k1, k2) + S01(k1, k2)W k2
N + S10(k1, k2)W k1

N + S11(k1, k2)W k1+k2
N , �F
;�



/�	� 7 ������� �
" ���

X(k1+N/2, k2) = S00(k1, k2)+S01(k1, k2)W k2
N −S10(k1, k2)W k1

N −S11(k1, k2)W k1+k2
N , �F
��

X(k1, k2+N/2) = S00(k1, k2)−S01(k1, k2)W k2
N +S10(k1, k2)W k1

N +S11(k1, k2)W k1+k2
N , �F
��

X(k1 +N/2, k2 +N/2) = S00(k1, k2)−S01(k1, k2)W k2
N −S10(k1, k2)W k1

N +S11(k1, k2)W k1+k2
N ,
�F
F�

N� #��&&� ��M���A ��"�'7��)+ A"!� H!��� ��H!#%�&��! H��!�! ��H"! 	@D  %A "���
"����!B '��H��) (k1, k2) ' H��!�)�B ��H�" S00(k1, k2)+ S01(k1, k2)+ S10(k1, k2)+ S11(k1, k2)

J�(�+ &!��' �F
�� ��!#7E &� %�" (N × N)���H"�&�$� 	@D X(k1, k2) H���' H��!�!
(N/2×N/2)���H"�&� 	@D �� ���%�$�E� �' � ��&!����!� &!�� "�� #B��� ��H!#%��) '�
�F
;�0�F
F� ��'!&�E�)#A [����%!"��S �' �#��&�� 2 × 2� ��!# FG�

"��� Q�*� NG������O � ��	���8 2 × 2

��(�!, [����%!"S ������7E &!"�����A ��)�B "���%�"#�!B ���(��) �� &�#)�! "���
�%�"#�!B  � �&��)+ �  %A ��H!#%���A &#�B &� %�"�& X H���' S00+ S01+ S10+ S11 ����� ���
H!#%!�! N2/4 [����%!"�&S ?� �!# F� ��� #��&%��� $��6�H�7 #B��7 ��#%� �&��#�� =!B
�����=�,

Y"P� N/2 ��"�(  �%!�)#A �� �+ �� ( ��'"%� ���A ��(�� '�#��#7&��!  %A ��H!�
#%���A N/2 × N/2 �����&����) S00+ S01+ S10+ S11 N�, ���=�# [����� (7&���AS 7 H�#�
��(� ��� �&(7&��!#A  ��!+  �"! �� '�%!M��)#A ��%)"! ��#!&! 2 × 2+ A"� �� %A$���)
�����&������ @�&�� �����&�����A ��#!&7 4 × 4 �� &�"�����, �#��&� ��&� ��� �� �!#
F


Y"P� N ��� #��&%AE�)#A 7 &!$%A � #�����A �+ �� ���=� 7�7 [����� (7&���AS ���
(�� ��&���!�! log2 N ��' C�"!� H!���+ "�%)"�#�) "���%�"#�!B ���(��) �� H�# &!"��
����A �N × N����H"�&�$� K@D '� �#��&�� (2 × 2) #"%� �E

C�	�(2×2) =
2N2

4
log2 N, �F;��

P� �� 25% ���M�+ ��( =� �������� ��! ��'�� �%���� �� #��&�=� �� �A "! �� &!"��!#�����
� ��&!�����$� K@D

L%$��!�� �� &�"�����, �#��&� ������7E ��"�( 2N2 log2 N "���%�"#�!B  � �&��) 0
#��%)"! (+ A" � �%$��!�� ��'�� �%���A �� #��&�=� �� �A "! �B��� �� �!# F
 �%�#��7E
�����=�8+ A"� ����B� �� ' �,#�!�! �� H�# &!"�����A �����&�����A ���� ��"�( ��"�'7E
���A �"+ 7 A"��7 #%� ��'��P7&��!  ���

.'�'� ��#%� �&�!B �� �%�& �� $�7�! �' ����!�! �� ������!�! �� �"#��!  ��� 7
� ��&!������7 	@D #��!,����)#A &  &�,"�&����&����&����7 ���A "7 ?���!"%� +  %A
N = 16 �� �"# n = 12 ��! ��#%� �&���7 ����� (7&���� �7 � "%�#!6�"7&��!#A A" ����
�!,+ ����!,+ ������!,+ ������!,+ �#"�%)"! '�%!M"��! &�  �%���A �� �� � �7 7�) ����+
P� E  &�,"�&����&����&��!� ��� #��&%���A� H!#%� �� ������ �  &�&!������7 &!�� �
"7 &��#%� �" ��#%� �&��$� ��'�� �%���A (k1, k2) �� �������������+ ������������� ��P�
&!B� ��  ��� �7 7�) � ��(7&��!#) 7 ���A "7 �' ��&��#�E� ��'��M7&���A ����& '� �����
�� �"#��! k1 �� k2 N�, ���A �" ��&� ��� 7 &!$%A � ���%!=� F�



��� /� ��������� ���#$,�����)  ������������� ��������

"��� Q�,� 3��4� ����
� &���
�����		� F3? �� ��	���8 2 × 2

K@D �� &�"�����, �#��&� (2×2) ��� #��&%AE #���� ���=�# ��H!#%���A �' '���P���
�A� �!B� ��  ��� �7 )�A"�$� [����%!"�S ��(�� ��'��#�!�! �� ��#=� &B� �!B  ��!B ��$�
( [����%!"�S+ �#"�%)"! =� &B� ��  ��� ��"�%! ��%)M� �� '�� ��%A�)#A C��7 , &!B� ��
 ��� &#)�$� K@D ��(�� ��'��#�!�! �� ��#=� &B� �!B J����=�A ��&���7&���A  &�,"�&!B
H!#�% ��"�( E �����=�E� �' '���P���A�

:����� 6������# 52� 
( �������������7 ��������(��
�7

@��A �' ��A��"7���� !#"���!'�&��!�! #!$��%��! ��,��%)M &�(%!&!� E "%�# #!�
$��%�& �' $�"#�$���%)���  !#"���!'�=�E� 	@D+ A"� '&�A'7E #!$��%! �' $�"#�$���%)���
 !#"���!'�=�E� ' $�"#�$���%)�!�! &� %�"��! ��!#7E�)#A &!��'��

X(k1, k2) =
3N−1∑
n1=0

N−1∑
n2=0

x(n1, n2) exp
[
−i

2π
3N

[(2n1 − n2)k1 + 3n2k2]
]

. �F;��

��� &� ��&� �E ����!=� ����� !H��#��

N =

⎡
⎢⎢⎣2N N

N 2N

⎤
⎥⎥⎦ . �F;��

Y"P�  &�&!����!,  !#"����!, #!$��% � ��(��� M%AB��  !#"���!'�=�8 67�"=�8 ' �����
(���� #�7$�� xa(t1, t2) '�  �����$�� $�"#�$���%)��8 ����!=�  !#"���!'�=�8

V =

⎡
⎢⎢⎣T1 T1

T2 −T2

⎤
⎥⎥⎦ , �F;G�
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"��� Q�-� 3��	� (4 × 4)�������� �3? �� ��	���8 2 × 2

����!=A S+ A"� '&�A'7E X(k1, k2) �� Xa(Ω1,Ω2)+ ��!#7E�)#A &!��'��

S = 2π[(V N)T ]−1

⎡
⎢⎢⎣

π

3NT1

π

3NT1

π

NT2

−π

NT2

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣S1 S1

S2 −S2

⎤
⎥⎥⎦ . �F;��

/���!=� ����� !H��#�� ��(�� ��'"%�#�! ��"1

N =

⎡
⎢⎢⎣2 0

0 2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣ N N/2

N/2 N

⎤
⎥⎥⎦ , �F;
�

N� ��'"%� ���A ��!'&� !�)  � �%$��!��7 �!�7 �%$��!��� �� &�"�����, �#��&�  %A
$�"#�$���%)��$� 	@D @�&�� #B��� �%$��!��7 ��"�'��� �� �!#

Y"P� N E #������� �+ �� ��(�� � ��(��! ��%)M ��&�� ��'"%� ���A1

N =

⎡
⎢⎢⎣2 0

0 2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣2 0

0 2

⎤
⎥⎥⎦ . . .

⎡
⎢⎢⎣2 0

0 2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣2 1

1 2

⎤
⎥⎥⎦ , �F;;�

[/���%!"!S  %A &#�B �����&+ '� &!�A�"�� ���M�$�+ ���%�$�H�� � !� � ���7 � ��#�A�)
H��!�! &B� ! �� H��!�! &!B� ! @��M!, ���� 0 [����%!"S �' ��)��� &B� ��! �� ��)���
&!B� ��! ��!# F;i�
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)���� Q�#� �����!
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���	
��� 
� ��
 �����
	�������	�! &������! �����4���		� �
��
�
�
��� N = 8

/���!=� N ��(�� ��"�( ��� #��&!�! 7 &!$%A � #��&���(�!"�&1

N =

⎡
⎢⎢⎣2 1

1 2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣N 0

0 1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣1 0

0 N

⎤
⎥⎥⎦ , �F;��

P� ��!'&� !�)  � �%$��!��7 �' �� �%�� '� �A "��! �� #��&�=A�! ��!# F�� C�! (N ×
N)���H"�&!B 	@D+ P� E � ���!H�� ��A��"7��!� 	@D+ &!"��7��)#A ��#%A ��$�+ A"  ���
���#����&��� �� ��! $�7�! �� ������'��H���

<�'�!=A ��( $�"#�$���%)�!� 	@D �� ��A��"7��!� 	@D ��%A$�E 7 "�%)"�#�� &� %��
"�& & 8B��B �����!B ��%�#�AB 5�"#�$���%)�� 	@D E �����&�����A �� 3N2 "���%�"#�!B
'��H��) &� %�"�& & "�(��, H�#�����, ��� ���#����&�, ��%�#�� N� ������ ��%�#�� ��(��
&!����! ��"!� H!���+ P�� &��! ��%! $�"#�$���%)�7 6���7 �' �� �7#�� N &� %�"�&
@�A��"7��� 	@D �' ����&�A�!� H�#����!� ��'��'����A� ������7E 4N2 "���%�"#�!B
'��H��) &� %�"�& J�(�+ ����&�$� $�"#�$���%)��$� 	@D ���� ��A��"7��!� ��%A$�E 7
���7+ P� &��� ������7E �� 25% ���M� ��#A$7 ����A�� ���� ��"�( ������7E ���M� ��H!�
#%�&�%)�!B �����=�, � $�"#�$���%)���7 K@D �� &�"�����, �#��&� '�$�%)�� "�%)"�#�)
 �,#�!B ���(��) #"%� �E 9N2 log2 N + 8N2 �� ����!&�$7 ��A��"7����7 �%$��!��7+
A"!, ������7E 12N2 log2 N + 12N2 ���(��)
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�	� ���!� �������	���	��� F3? ��� N = 2

"��� Q�B� <��� �������	���	��� F3? ��� N = 2 �� 5Q�..
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��$�'2 � �' %�2 0�, )�������$�7 ��	6��%-����

�!���'  &�&!����!B =!6��&!B 6�%)���& #7��E&� &� ��'�AE�)#A &� #!���'7 � ��&!�
����!B � � ��&!������7 &!�� "7 '� �H� #!���'7 6�%)��7 �� ,�$� ���%�'�=�8 H��"� ��'�
 �%A��)#A ���H��"7 &!"��7E�)#A #!���' 6�%)��7+ � ����� '�  �����$�� &� ��&� �!B ���
���&����) ���� ���H��8 67�"=�8 &!'��H���)#A "��6�=�E��!+ P� ����B� ��  %A ���7 �&!
"��"�����8 #B����8 ���%�'�=�8 �  &�&!������7 &!�� "7 #!�7�=�A '�&#�� ��M�+ �#"�%)�
"! ��$���&!����� ��%����! 7 '�$�%)���7 &!�� "7 �� ��(�� ��'"%�#�! �� ���(�!"!
N� �'��H�E+ P� ����E ��(%!&�#�� 7 '�$�%)���7 &!�� "7 '����&��! 6���7  �&�%)��8
���� ���H��8 67�"=�8 ' ����� 7'$� (���A 88 ' &!��$��! #B����8 ���%�'�=�8 NA ��#��&!�
�� 7#"%� ��E '� �H7 ����"�7&���A 6�%)���& , #"���H7E H!#%� ���"�!H�� ��!,�A��!B
���%�'�=�,

�.-�6�%)�� �6�%)�� '� #"��H���� ���7%)#��� B���"���!#�!"���+ ��� ����"7�#!&�
�!, 6�%)��+ =� 6�%)��+ ���7%)#�!, &� $7" A"�$� ��#�!�) %!M� #"��H���7 "�%)"�#�) ���
�7%)�&!B &� %�"�& C�"!, ���7%)#�!, &� $7" '�&( ! E ��#�%���� �� #7��&7&��!,+ ��(
�.-�6�%)�� '�&( ! #��,"!, J ��E� ' &�(%!&!B ����&�$ �.-�6�%)���& ����&�A�� �'
?.-�6�%)����! E ��(%!&�#�) #!���'7 �� ���"�!H��8 ���%�'�=�8 �.-�6�%)���& '  �,#�!�
�! H�#����!�! &� $7"��! C�"� 6�%)��! ��'!&���)#A 6�%)����! �' �������" 
���" �
H�#�����, ��%�#�� 7��&7 �7%)�&�8 6�'! ��(�� &!��'!�! ��"!� H!���1

H(ω1, ω2) = H∗(ω1, ω2). �����

�!"���&M! �������� �����&�����A D7��E+  %A ���7%)#��$� &� $7"7 6�%)��� ' �7%)�&��
6�'�� � ��(!�� &!��$7 #!�����8 7 ���#����&�, ��%�#��

h(n1, n2) = H∗(−n1,−n2). �����

��H�&! )+ P� �.-�6�%)�� ��(� '� �&�%)�!�! =� 7��&7+ A"P� =���� ,�$� ������8 ��%��
#�� #��&�� �E ' ��H��"�� "��� !���

D�%)��! �' �7%)�&�� 6�'�� &�(%!&�  %A ��$��)�B ��!"%� ��) =!6��&�8 �����"!
��$���&!����!B #!�$�%�& C�"+ ��! �����=� '����(��) 6�%)��! ' ���7%)�&�� 6�'��
��(7�) ��!'&�#�!  � �7,�7&���A %���, �� ��( N� ��7��&%��� �!�+ P� ��%���,�!, 6��
'�&!, &� $7" ��!'&� !�)  � ��'#��&���A #���$� 7'$� (��!B #!�7#�8 �%)�!B "��������
#!$��%7+ A"� #"%� ���) "�����#��� ��H"!+ %���8 �� ��(� D�%)��! �' �7%)�&�� 6�'�� ���
��) , ��M� ����&�$! � #!%7 ��$�+ P� H�#����!, &� $7" E  �,#�!,+ #���P7E�)#A #!���'
6�%)��7+ �!������ ���7%)#��$� &� $7"7 6�%)��7 ��(�� &!"��!#���! ��! ,�$� ���%�'�=�8
 %A '���M���A ����B� ��8 "�%)"�#�� �����=�, ���(���A



����� !���)���� 1=6,���%���� ���

�.��� ����	&��	� 0=5)�	����	


�;����� 2�#� (������

�!B� �!, #!$��% %���,��$� ��&��������$�  � '#7&7 6�%)��� �9.��6�%)��� ��(��
� ��(��! �' &B� ��$� #!$��%7 '�  �����$�� '$���"! '� 6���7%�� "�&'��$� #7�7&���A

y(n1, n2) =
N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

h(k1, k2)x(n1 − k1, n2 − k2). ���G�

@�! ��H!#%���� y(n1, n2) &!"��!#��&7��)#A '��H���A &B� �!B &� %�"�& �' N1 − 1 �����
�� ��B #��&�=�& �� N2 − 1 ������ ��B �A "�& Y"P� &B� �� &� %�"! �� B� A�) �A �" '�
�A "��+ �� �������� ����A�)+  �#����A  %A '����(���A N2 �A "�& &B� ��8 ��#%� �&��#��

D�%)�� �' �7%)�&�� 6�'�� �'  �,#�!� ���7%)#�!� &� $7"�� '� �&�%)�AE 7��&7
h(n1, n2) = h(−n1,−n2)+ ����� "�(���7 &� %�"7 &� ��&� �E ����!,  � �)�$� &� %�" �'
�!� (� '��H���A� � =)��7 ��'�+ #"��!#��&M!#) &%�#�!&�#��  !#��!�7�!&��#��  � �&��
��A+ ��(�� �����A�! ��#=A�!  �A"� �����=�8 ���(���A ��  � �&���A ' ����� 8B�)�$�
'���M���A+ �%� "�%)"�#�) ���(��)+ ����B� �!B  %A ���%�'�=�8 6�%)��7+ &#� P� '�%!�
M�E�)#A ������=�,��� ���A "7 6�%)��� Y"P�+ ����!"%� + ������ ��%�#�) 6�%)��7
��A��"7��� , 88 =���� ��#�!�)#A 7 ��H��"7 "��� !���+ ��

y(n1, n2) =
N1∑

k1=−N1

N2∑
k2=−N2

h(k1, k2)x(n1 − k1, n2 − k2) �����

y(n1, n2) =
N1∑

k1=−N1

N2∑
k2=−1

h(k1, k2)[x(n1 − k1, n2 − k2) + x(n1 + k1, n2 + k2)]+

+
N1∑

k1=1

h(k1, 0)[x(n1 − k1, n2) + x(n1 + k1, n2)] + h(0, 0)x(n1, n2).

���
�

<��%�'�=�A �.-�6�%)���& �� �#��&� &!��'7 ���
� ������7E ��!�%!'�� 7 &�H� ���M� ����
��=�, ���(���A+ ��( �����+ B�H� & ���B &!�� "�B &!"��7E�)#A � �� , �� ( "�%)"�#�)
�����=�,  � �&���A

�;����� '���
(��
 ?B�.	
����
� (� ����#���7 ����������� �����������
����� 8*2�9

?�B�, w(n1, n2) 0 %���,�� '$���"� ��#%� �&��#�� #"��H����8  �&(!�! x(n1, n2) �'
���7%)#�!� &� $7"�� h(n1, n2) �.-�6�%)���

w(n1, n2) = x(n1, n2) ∗ h(n1, n2). ���;�

@����&�����A D7��E  �#�)

W (ω1, ω2) = X(ω1, ω2)H(ω1, ω2). �����

	%A ��A��"7���$� ��#��� ��#A$�� N1 × N2

W (k1, k2) = W (ω1, ω2)
∣∣
ωi=2πki/Ni

. �����

C� �
W (k1, k2) = X(k − 1, k2)H(k1, k2). ���F�

O7 ��� &&�(��!+ P� ��#%� �&��#�) y(n1, n2) E ��'7%)��� ��������$� 	@D� ��7�"7 H(k1, k2)X(k1, k2)



��	 ��� 1���) �� ����)���� ����������� 1=6,���%����

� =)��7 ��'� y(n1, n2) A&%AE #���� =!"%�H�7 '$���"7 h(n1, n2) �� x(n1, n2) Y"P�
N1 �� N2 &!�����  �#!�) &�%!"!�!+ �� y(n1, n2) = w(n1, n2) 	%A &!"�����A (N1 ×N2)�
��H"�&!B �����&����) D7��E ��#%� �&��#��, x �� h ������ ��%�#�� ���B =!B ��#%� �&���
#��, ����) �7�! ��'M!���� ,  ���&���� &� %�"��! �' �7%)�&!�! '��H���A�!

<��%�'�=�A �.-�6�%)���& '�  �����$�� 	@D E �6�"�!&�� ' ��H"! '��7 ��H!#%��)+
�%� &!��$�E '��H�!B ��#A$�& ����A�� ���� ��$�+ ����� P� '�����A��&7&��! &� %�"! &� �
$7"7 6�%)��� H(k1, k2)+ P� �� &��E ��#A$ ����A�� @�! ��'��#��� �)��7 ��H!#%����
'$���"! "�%)"�#�) &B� �!B �A "�&+ A"� ����� '����$��! & ����A��+ '�%�(!�) &� ���A "7
6�%)��� <��%�'�=�A '�  �����$�� 	@D &!��$�E '����(���A 7#�E8 &B� ��8 ��#%� �&��#��
��'�%�(�� &� ���A "7 6�%)���

Y"P� &!"��!#��&7&��! �%$��!�� ��'�!&���A �� �A "! �� #��&�=� �' 7��B7&���A�
��$�+ P� '��H���A x(n1, n2) �� y(n1, n2) E  �,#��+ �� '�$�%)�� "�%)"�#�) �����=�, ���(��
��A  %A ��H!#%���A y(n1, n2) #"%� �E

2N1N2(log2 N1N2 + 1) ������

'� ��!�7P���A+ P� N1 �� N2 E #������ H!#%� � 	%A ������8 ��%�#�� %���,��8 '$���"!
w(n1, n2)+ P� A&%AE #���� ��A��"7��!" ��'���7 M1 × M2 &� %�"�&+ '�� ��!�)#A

2N1N2(log2 N1N2 + 1)
M1M2

�����=�, ���(���A �� "�(�!, &� %�" ���7%)#��$� &� $7"7 6�%)���

�.��� 0����& 0=5)�	����	
 	& 
����������� 
	���

/��� &�"��+ P� &!"��!#��&7E�)#A ��! #!���'� ��$���&!����!B �.-�6�%)���&+ ��!��
=!��&� �� &� ��'�AE�)#A &� #&�$� � ��&!�����$� ���%�$7 N�, ���� #��A��&��� ��
����"#!��=�� �� � ��%)��$� H�#�����$�+ � � ��%)��$� ���7%)#��$� &� $7"7 ?�B�, i(n1, n2)
�� I(ω1, ω2) 0 ���7%)#�!, �� H�#����!, &� $7"! � ��%)��$� 6�%)���+ � h(n1, n2) �� H(ω1, ω2)
0 ���7%)#�!, �� H�#����!, &� $7"! #!���'�&���$� 6�%)��7 ?��7%)�&� &� %�"! h(n1, n2)
��'��M�&��� &  �A"�, ������, ��%�#�� #"��H����8 ����A(��#�� R @�! '�#��#7&���� ���
�� 7 &�"�� "��6�=�E��! h(n1, n2) &!'��H���)#A #��&&� ��M���A�

h(n1, n2) = i(n1, n2)w(n1, n2). ������

@�#%� �&��#�) w(n1, n2) ��E ��'&7 
���	� �	���+ ��� 
���	� ���� J���(���A 67�"=�8
w(n1, n2) ������� ��%�#�� R ��"�( ����(7E =�E� ��%�#�� 67�"=�� h(n1, n2) �&�(���
H! �� ������ H�#����!, &� $7" H(ω1, ω2) '&�A'��!, ' I(ω1, ω2) #��&&� ��M���A� '$���"!
& H�#�����, ��%�#��

H(ω1, ω2) =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

I(Ω1,Ω2)W (ω1 − Ω1, ω2 − Ω2)dΩ1dΩ2, ������

 � W (ω1, ω2) 0 67��E������&�����A 67�"=�8 &�"�� I�#����!, &� $7" H(ω1, ω2) A&%AE #��
��� '$%� (��!, � ��%)�!, H�#����!, &� $7"+ ��!H��7 67�"=�E�+ P� '$%� (7E+ E 67��E�
�����&�����A 67�"=�8 &�"��

I�#�� �� H�# #!���'7 6�%)��7 ,�$� �������� &%�#�!&�#�� ��!#7��)#A '�  ������
$�� I(ω1, ω2)+ � �� i(n1, n2) � =)��7 ��'� ����� ��� ��H!#%!�! i(n1, n2) ���%��!H��+ ���
����"#!�7&��! M%AB��  !#"���!'�=�8 I(ω1, ω2) �� &!"����! �������� 	@D J#"�%)"!
������ ��%�#�) i(n1, n2) 7 '�$�%)���7 &!�� "7 ��E ��#"��H���7 ����A(��#�)+ =� ��!�
'&� !�)  � &!"�!&%��) 67�"=�8 i(n1, n2) &��#%� �" ���#����&�$� ��"%� ���A � �����
'���M���A ��B!�"! ��"%� ��) ����B� ��+ P�� ��'��� ������8 ��%�#�� ��������$� 	@D
7  �"�%)"� ��' ����&!P7&�& �����7 ��%�#�) R
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�!��� 67�"=�8 &�"�� ��7��&%�E�)#A ��)��� &!��$��! @� ���M�+ &�"�� ��&!���
���! �����7 ��%�#�) R @�  �7$�+  %A ��$�+ P�� &� $7" H(ω1, ω2) $���� ����"#!�7&�&
I(ω1, ω2)+ 67�"=�A W (ω1, ω2) ��E ����"#!�7&��!  &�&!����7 ���7%)#�7 67�"=�� ����
��$�+ A"P� ����B� �� � ��(��! &� $7" h(n1, n2) �' �7%)�&�� 6�'��+ &�"�� ��E '� �&�%)�
�A�! 7��&7 �7%)�&�8 6�'!

w(n1, n2) = w∗(−n1,−n2). ����G�

�#� =� &!��$! �� &� ��'�A��)#A &� &!��$  � � ��&!�����$� &�"��+ ���7 � ��&!����
�� &�"�� H�#�� #%7$7��) �#��&��  %A &!���7  &�&!����!B &�"�� ��'&!H�,  %A =)�$�
&!"��!#��&7E�)#A � !� �'  &�B #��#���& � ���M��7  &�&!����� &�"�� ' "&� ������
��� ��A��"7���� ������� ��%�#�� 6���7E�)#A A" ��A�!,  ��7��"  &�B � ��&!����!B
&�"��1

wR(n1, n2) = w1(n1)w2(n2). ������

	�7$!, #��#��+ '��������&��!, -7��$�� v w+ ���� ��H�E 6���7&���A  &�&!�����$� &�"��
'�  �����$��  !#"���!'�=�8 ��&��B��+ A"� 7�&���E�)#A ��������A� ��&"�%� #&�E8 �#�
� ��&!�����8 67�"=�8 &�"��

wC(n1, n2) = w

(√
n2

1 + n2
2

)
. ����
�

	&�&!����� &�"��+ P� #6����&��� 7 ��"!, #��#��+ B���"���!'7��)#A ��,(� "�7$�&��
������� ��%�#��

D7��E�#��"�� 67�"=�8 wR(n1, n2)  ���&��E  ��7�"7 67��E�#��"��7 67�"=�, w1(n1)
�� w2(n2)1

WR(ω1, ω2) = W1(ω1)W2(ω2). ����;�

D7��E�#��"�� 67�"=�8 wC(n1, n2) #B�(!, �� ��&��B��+ P� � ��(��� ��������A� ��&"�%�
#&�E8 �#� � ��&!�����$� 67��E�#��"��7 67�"=�8 w(t)

@��"�!H�� ��(�� &!"��!#��&7&��! =�%7 �!'"7 � ��&!����!B &�"��+ �%� ��,��%)M
���7%A��!�! E1

��A��"7��� &�"��

w(t) =

{
1 "�%! |t| < τ,

0 & ��M�� &!�� "�&
������

&�"�� -�����$�

w(t) =

{
1/2(1 + cos πf/τ) "�%! |t| < τ,

0 & ��M�� &!�� "�&
������

&�"�� ��,'��� v w

w(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

I0(α
√

1 − (t/τ)2

I0(α)
"�%! |t| < τ,

0 & ��M�� &!�� "�&,
����F�

 � I0(α) 0 �� !6�"�&��� 67�"=�A O�##�%A �7%)�&�$� ���A "7 �#� =� &�"�� E �������&��
�' �����!� �����&�%�� [−τ, τ ]

?� �!# ��&� ��� D7��E�#��"�� �!��&�$� � ��&!�����$� &�"��+ A"!, �����&���  �
� !�!H��8 �%�P� 7 H�#�����, ��%�#�� �! ��+ P� '��H�� H�#�!�� ����$�8 &�"�� '�#����
 (��� 7 �!')"�H�#�����, ��%�#��T �� &!#�"!B H�#����B #��#����$���)#A �7%)#�=�8 ?�
=)��7 �!#7�"7 Δ 0 M!�!�� $�%�&��$� �!')"�H�#�����$� ��%�#�"�+ b 0 &!#��� ��"#!�
��%)��$� ' ��"�&!B ��%�#�"�& I!� ���M� =� &�%!H!�!+ �!� "��P� A"�#�) &�"�� , �!�
��H��M� 67�"=�A H(ω1, ω2) ����"#!�7E &� $7" I(ω1, ω2) L%�  %A &�"�� �' 6�"#�&����



��
 ��� 1���) �� ����)���� ����������� 1=6,���%����

������� ��%�#�� '���M���A � ��E8 ' =!B &�%!H!� ��!'&� !�)  � '��%)M���A ��M�8
c !�!, #��#�� ��"��P���A ���B B���"���!#�!" &�"�� ��%A$�E 7 '��%)M���� "�%)"�#��
&� %�"�& & ��%�#�� R @������� α 7 &!��'�  %A &�"�� ��,'��� #%7$7E  %A &!���7 "������
��#��$� #��&&� ��M���A ��( Δ �� b ?�A&��#�) =)�$� ��������7 ���!�) &�"�� ��,'���
���"�!H�� 7��&��#�%)�!�

�;����� 2������ �����(�

� A"�#�� ���#��$� ��!"%� 7 ��'$%A���� #!���' (11 × 11) ��H"�&�$� �.-�6�%)���+
A"!, ����"#!�7E � ��%)�!, H�#����!, &� $7"1

w(t) =

{
1 "�%! ω2

1 + ω2
2 ≤ (0, 4π)2,

0 & ��M�� &!�� "�& & ��%�#�� − π ≤ ω1, ω2 ≤ π.
������

J#"�%)"! � ��%)�!, &� $7" E H!#��  �,#�!,+ #%� #!���'7&��! 6�%)�� �' �7%)�&�� 6�'��
N� �'��H�E+ P� ��H���" "��� !��� ��E �7�! =������ #!�����8 ��%�#�� R ��')���� 7
A"�#�� R ���(!�7 ��H�"

R = {(n1, n2) : −5 ≤ n1, n2 ≤ 5}.
�!���'7E�� 6�%)�� ' &!"��!#����A� ���B #��#���& 6���7&���A  &�&!�����$� &�"��+
����&M! 7 A"�#�� ������!�7 � ��&!����� &�"�� ��,'��� 	%A &�"��+ P� ���!���� �����
����A�+ ������� ��%�#�� �7 � "�7$�&� �� ��%�#�) �' R

. ��%)�!, ���7%)#�!, &� $7" i(n1, n2) ��(�� '��,�!+ &!"���&M! �������� �����&��
����A D7��E 67�"=�8 I(ω1, ω2) J�H!#%���A ����$��%7  �E

i(n1, n2) =
0, 2J1(0, 4π

√
n2

1 + n2
2)√

n2
1 + n2

2

. ������

C7� J1(x) 0 67�"=�A O�##�%A ���M�$� ���A "7 �!��'!  %A &�"�� ���!�7�) &!$%A 

wR(n1, n2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

I0[α
√

1 − (n1/5)2]I0[α
√

1 − (n2/5)2]
I2
0 (α)

"�%! |n1| ≤ 5, |n2| ≤ 5,

0 7 ��M�� &!�� "�&.
������

wC(n1, n2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

I0[α
√

1 − (n2
1 + n2

2)/25)]
I0(α)

"�%! n2
1 + n2

2 ≤ 25,

0 7 ��M�� &!�� "�&.
����G�

@�#%A ���(���A ������ ��� ����G� �� ������ � ��(!�� ��! &� M7"��!B 6�%)��!
I�#����� &� $7"! 6�%)���& '����(��� �� �!#  %A &!�� "7 α = 0, 1
D�%)��+ P� #!���'�&��� ' &!"��!#����A� &�"�� wR+ B���"���!'7E�)#A ��"#!��%)�

��� ��B!�"�� ����"#!��=�8 7 #�7'� ����7#"���A �+�F��+ � 7 #�7'� '���!�7&���A 0 �+�G��
/�"#!��%)�� ��B!�"� 6�%)���+ P� #!���'�&��� ' &!"��!#����A� &�"�� wC + #"%� �E 7
#�7'� ����7#"���A �+��;�+ � 7 #�7'� '���!�7&���A 0 �+���


I�#����� &� $7"! =!B 6�%)���& &� ��'�A��)#A &� � ��%)��$� &� $7"7 '  &�B ��!H!�
�� $7" �� E �%�#"!� ��� & #�7'� ����7#"���A+ ��� & #�7'� '���!�7&���A+ � '��' 6�%)�
��� �� ��#�%���� $�#��!, @��M!, �� �%�" ��7��&%��!, ��A&��#�� ��"�&!B ��%�#�"�&
& 67��E�#��"��� 67�"=�8 &�"��+ �  �7$!, 0 #"��H����� M!�!��� $�%�&��$� ��%�#�"�
67��E�#��"��7 �����&���A ��������� α 7 &!��'�  %A &�"�� ��,'���  �'&�%AE '��B� !�
�! "�������#�� ��M���A  %A $�#����! '��'7 �� $%� "�#�� H�#�����$� &� $7"7 7 #�7$�B
����7#"���A �� ������7#"���A

@������� α ��(�� �=��!�!+ &!B� AH! ' ��������$� "��6�=�E��7 �#%��%���A 6�%)���
αT � −20 lg

√
δpδs+ δp 0 ��"#!��%)�� ��B!�"� ����"#!��=�8 7 #�7'� ����7#"���A+ δs 0

��"#!��%)�� ��B!�"� ����"#!��=�8 7 #�7'� '���!�7&���A



���	� 1���) 1=6,���%���� �) ������������� ����� ���

	%A ���� !"! �'  ��7�"�� &�"�� �"#���!�����%)�� � ��(��� ��"!, &!��'  %A α1

α ≈
{

0, 42(αT − 19, 3)0,4 + 0, 089(αT − 19, 3) "�%! 20 < αT < 60,
0 "�%! αT < 20.

������

	%A ���� !"! ' ��������A� &�"�� �������� α ���%!(���  ���&��E

α ≈
{

0, 56(αT − 20, 2)0,4 + 0, 083(αT − 20, 2) "�%! 20 < αT < 60,
0 "�%! αT < 20.

����
�

�.�"� 0����& ���������� 0=5)�	����	


I�#����� &� $7"! 6�%)���& �' #"��H����� ������� ��%�#�� ��(7�) ��%)"! ���%!(��
�� &� ��&� ��! �������!� H�#����!� B���"���!#�!"�� ��'&!H�, ���%)�!, H�#����!,
&� $7" &� ��'�AE�)#A &� '� ���$� �� &�%!H!�7 ��B!�"!

E(ω1, ω2) = H(ω1, ω2) − I(ω1, ω2). ����;�

J �!� ' �� B� �&  � #!���'7 6�%)��� ��%A$�E 7 ��"��7 &!���� "��6�=�E���& 6�%)���+
"�%! ������'7E�)#A  �A"!, 67�"=����% =�E8 ��B!�"!+ ����!"%� 88 L2������ �#��� �)��
"&� ���!H�� '��H���A�

E2 =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

|E(ω1, ω2)|2dω1dω2. ������

��� ����� I��!M�&� �L∞�
E∞ = max

ω1,ω2

|E(ω1, ω2)|.
I�#����!, &� $7" �.-�6�%)��� �' ������� ��%�#�� R ��E &!$%A 

H(ω1, ω2) =
∑

(n1,n2)∈R

∑
h(n1, n2)e−iω1n1−iω2n2. ������

	%A 6�%)��� �' �7%)�&�� 6�'�� h(n1, n2) = h(−n1,−n2)+ ���7 ��&�A��A ������
���7&�E &!$%A 7

H(ω1, ω2) = h(0, 0) +
∑

(n1,n2)∈R′
2h(n1, n2) cos(ω1n1 + ω2n2). ����F�

C7� R′ ��#�!�) ��!�%!'�� & &�H� ���M� &� %�"�&+ ��( R _�� ��(�� �7%� &!"��7&��!
%���,�7 ����"#!��=��+ #���#�!�� ��&�A��A ����F�1

H(ω1, ω2) =
F∑

i=1

a(i)ϕi(ω1, ω2), ���G��

 � i 0 �� �"#+ P� &!'��H�E ���A �" &� %�"�& (n1, n2) & R′+ � F 0 H!#%� ��'�%�(�!B &� %�"�&
& ���7%)#���7 &� $7"7+ ����� H!#%� #�7����& #&��� ! ����"#!��=�8 ���6�=�E��! a(i) 0
'��H���A ���7%)#��$� &� $7"7+ A"� �������� '��,�!

a(i) = h(n1, n2), ���G��

� 67�"=�8 {ϕi(ω1, ω2)} 0 ��'!#�� 67�"=�8 ����"#!��=�8+ P� &!'��H���)#A A"

ϕi(ω1, ω2) =

{
2 cos(ω1n1 + ω2n2) "�%!(n1, n2) �= (0, 0),
1 "�%! (n1, n2) = (0, 0).

���G��



��� ��� 1���) �� ����)���� ����������� 1=6,���%����

C�"!, '��!#  �'&�%AE ��"%� ��! %���,�� ����(���A �� "��6�=�E��! ���7%)#��$� &� $7�
"7 ?���!"%� + A"P� �! ��(�E�� ��"%�#�! ����(���A a(i) = a(j)+ �� �! '���P7E��
ϕi(ω1, ω2) �� ϕi(ω1, ω2) + ϕj(ω1, ω2) � &� "! �E�� H%��+ P� ��#�!�) a(j) N� ��&��'��H��
'���M���� H!#%� #�7����& #&��� ! �� � C�H�� ��"�( ��(�� '����&� !�! ����(���A
a(j) = k M%AB�� '���P���A I(ω1, ω2) �� I(ω1, ω2) − kϕi(ω1, ω2) �� &� "! ���A H%��7
a(i) 7 #7��+ A"� &!'��H�E H(ω1, ω2) N� ��"�( ��!'&� !�)  � '���M���A H!#%� #�7����&
#&��� ! �� �

� A"�#�� ��!"%� 7 ��'$%A���� [(2N + 1) × (2N + 1)]���H"�&!, �.-�6�%)�� �' ��
"������ #!�����E� �8 ��(�� '���'��H!�! ��"%� ���A� 7��&!

h(n1, n2) = h(±n1,±n2) = h(±n2,±n1). ���GG�

I�#����!, &� $7" ��"�$� 6�%)��� '��!M��)#A 7 &!$%A � ���G��+ ��!H��7

i =
1
2
(n1(n1 + 1)) + n2 + 1 "�%! 0 ≤ n1 ≤ N, 0 ≤ n2 ≤ n1, F =

(N + 1)(N + 2)
2

,

ϕi(ω1, ω2) = cos ω1n1 cos ω2n2 + cos ω1n2 cos ω2n1. ���G��

�;����� ?����( (� #�����# ���#��>�% �������
�

O7 ��� &!�!���! h(n1, n2) '� 7��&! ������'�=�8 ��B!�"! E2
���6�=�E��! 6�%)���+ P� ������'7��) E2+ ��(�� ���!���! '�  �����$�� ���� 7

&�"��+ A"P� �����! 67�"=�� &�"�� #��%7 & R �!'��H!��

E2 =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

|E(ω1, ω2)|2dω1dω2. ���G
�

�!"��!#��&7�H! ��&��#�) @��#�&�%A+ ��(�� &!��'!�! E2 H���' &�%!H!�!+ P� &!�
'��H��� 7 ���#����&�, ��%�#��

E2 =
∑
n1

∑
n2

[h(n1, n2)−i(n1, n2)]2 =
∑

(n1,n2)∈R

[h(n1, n2)−i(n1, n2)]2+
∑

(n1,n2)/∈R

[h(n1, n2)−i(n1, n2)]2;

E2 =
∑

(n1,n2)∈R

[h(n1, n2) − i(n1, n2)]2 +
∑

(n1,n2)/∈R

i2(n1, n2). ���G;�

� =)��7 &!��'� &��B�&���+ P� &� $7" h(n1, n2)  ���&��E �7%� '� �7 )�A"!B (n1, n2)
��'� ��%�#�� R J#"�%)"! ��! &� #7�! 7 &!��'� ���G��  � ���� � ��%)"! ���M7 ��(��
'����&��! M%AB�� �� ���7 "��6�=�E���& 6�%)��� h(n1, n2)+ �� E2  �#A$�E �����7�7 "�%!

h(n1, n2) =

{
i(n1, n2)  %A (n1, n2) ∈ R,

0  %A (n1, n2) /∈ R,
���G��

�����  %A 6�%)���+ A"!, � ��(7E�)#A ��! &!"��!#����� ���� 7 &�"�� '� #��%�� 67�"=��
E� &�"�� & ��%�#�� R

� ��%)M '�$�%)���7 &!�� "7+ "�%! �� 6�%)�� ��"%� ��� %���,�� ����(���A �� H��
#����!, &� $7" 6�%)��7 ��!#7E�)#A &!��'�� ���G��+ ��E��

E2 =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

[
F∑

i=1

a(i)ϕi(ω1, ω2) − I(ω1, ω2)

]2

dω1dω2. ���G��

	%A ������'�=�8 E2 '��, ��� ��B� �� =)�$� &!��'7 �� "�(���7 ' a(k)+ ��!��&�AE��
8B  � �7%A , ��'&�A(��� � ��(��� ��&�A��A J#"�%)"! H�#�!��� ��B� �� ∂E2/∂a(k) E
%���,�� 67�"=�8 ��&� ��!B "��6�=�E���&+ ��E�� F %���,�!B ��&�A�)

F∑
i=1

a(i)ϕik = Ik, k = 1, F , ���GF�



���&� 1���) �������%��� 1=6,���%���� ���

 �

ϕik =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

ϕi(ω1, ω2)ϕk(ω1, ω2)dω1dω2. ������

Ik =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

I(ω1, ω2)ϕk(ω1, ω2)dω1dω2. ������

	%A &!�� "7 ����$���%)��8 #!#���! 67�"=�, {ϕi(ω1, ω2)} ��'&�A'"�� #!#���! ��&�
�A�) ���GF� �7 � ���#�� a(i) = Ii/ϕii

�;����� ?����( ?B�.	
����
� 
( �������7 	�(�7 �� �
���������#� ������.
�
#�

/! &(� �� "��#%�&�%!+ P� M!�!�� ����B� ��8 #�7$! 6�%)��7 �� &�%!H!�� ��B!�"!
����"#!��=�8 7 #�7$�B ����7#"���A �� '���!�7&���A '� ��� ��"!� H!���+ P� ��"���
P���A � ��$� ��������7 ��!'&� !�)  � ��$��M���A ��M�$� @�! '� ���, "��6�$7��=�8
#�7$ ����7#"���A �� '���!�7&���A ��,���M� �7%)#�=�8 & =!B ��%�#�AB  �#A$���)#A
��! #!���'� 6�%)��7 �' ��&��&�%!"!�! �7%)#�=�A�! �!���' &!"��7E�)#A �' ������'�=�E�
"�!����� ��B!�"! I��!M�&�

E∞ = max
(ω1,ω2)∈K

|H(ω1, ω2) − I(ω1, ω2)|. ������

C7� K A&%AE #���� "����"��7 ��%�#�) H�#�����8 �%�P!�!+ A"� '�'&!H�, &!�!��E�)#A
��"+ P�� &��� ��#�!%� & #��� #�7$! A" ����7#"���A+ ��" � '���!�7&���A 6�%)��� ���'��
�' 8B���! ��(��!� Y" � ����M�+ ��'$%A �E�)#A �.-�6�%)�� �' �7%)�&�� 6�'��

H(ω1, ω2) =
∑ ∑

(n1,n2)∈R

h(n1, n2)e−i(ω1n1+ω2n2). ����G�

D�%)��! �' ������'�=�E� "�!����A ��B!�"! I��!M�&� ��'!&���) �	�	��������+ �#"�%)�
"!  %A �!B E ������%)�!� ��"#!��%)�� '��H���A ��B!�"! �B ��"�( ��'!&���) 6�%)�
����! �' ��&��&�%!"!�! �7%)#�=�A�!+ �#"�%)"! 67�"=�A ��B!�"! E = H − I ��#�!�)
��$��� ��"�&+ ��� �7%)#�=�,+ � ��"�&�8 &�%!H!�! ?� �!# ��&� ��� ��!"%� 6�%)��� �'
��&��&�%!"!�! �7%)#�=�A�! ' (11 × 11)���H"�&!� ���7%)#�!� &� $7"�� ��7$� ����7�
#"���A =)�$� 6�%)��7 A&%AE #����  !#" �� �7#7 0, 4π+ � #�7$� ������7#"���A 0 ���#���
��&"�7$!  !#"7 �� �7#�� 0, 6π /�"#!��%)�� ��B!�"�  ���&��E �+�
�+ � ������%)�!,
"��6�=�E�� ���� �H� & #�7'� ����7#"���A  ���&��E �

�� �H7 ���!��'�=�8 ��(�� &!��M7&��! '�  �����$�� �����=�,�!B �%$��!���&+ A"�
'���'��H7��) '��(��#�) '� #"��H���7 "�%)"�#�) "��"�& � � ��&!������7 &!�� "7 ��'&�A�
'�" ��%$��!�� <���'�� E E !�!�+ � �%$��!�� '���'��H7E M&! "7 '��(��#�)

C����������� ��#�� 0 =� ��H"� ωωω = (ω1, ω2)T ∈ K+ & A"�, 67�"=�A ��B!�"! |H − I|
��!,��E ��"#!��%)�� '��H���A /��(!�� 7#�B �"#�����%)�!B ��H�" ��#�!�) F +1 H%��
��& NA ���(!�� E �����#��" �������"+ A"P� ��B!�"! 7 ��H"�B ���(!�! '� �&�%)�
�A��) &!'��H��� 7��&! ��%)�� ��������! |a(i)|+ A"� ������'7��) E∞+ #��&�� &!'��H���
�)#A "�!�!H��� ���(!���+ � ���!��%)�� '��H���A E∞  ���&��E '��H���� ��B!�"! 7
"�(��, ��H=� =�E8 ���(!�!

Y"P� ��%�#�) ����"#!��=�8 K ��#�!�) #"��H���7 "�%)"�#�) H�#����!B &� %�"�&+ ��
����"#!��=�A ��(� ��%A$��! 7 ��M7"7 "�!�!H��8 ���(!�! N�, ��M7" ��%�$M7E�)#A '
7��B7&���A�  &�B ��%�(��) @� ���M�+ A"P� H(ω) 0 ��,"��P� ����"#!��=�A  � I(ω) ��
R+ � C 0 "�!�!H�� ���(!��+ P� &� ��&� �E ��B!�=� H−I+ �� H 0 ��,"��P� ����"#!��=�A
 � I �� C @�  �7$�+ A"P� C ��#�!�) F + 1 ��H"7+ �� H 0 ����"#!��=�A+ A"� ������'7E
����������� ��'���� #��� 7#�B ��,"��P!B ����"#!��=�,  � I �� �� ���(!��B K+ P�
��#�A�) F + 1 ��H�"



��� ��� 1���) �� ����)���� ����������� 1=6,���%����

N�  &� ��%�(���A #"%� ���) �#��&7 �%$��!��7 �	������+ A"!, E �"&�&�%��� #!��
�%�"#��$� ���� 7 %���,��$� ���$���7&���A L%$��!�� �� �A��A ��%A$�E 7 ��$������
'�&��7 &� M7"���� ��,"��P!B ����"#!��=�, �� ���(!��B F + 1 ��H�" � "�(���7
��#�7����7 ���%!(���� ���(!�� ��H�" F +1 &!�!��E�)#A ��"+ P�� ��B!�"� I��!M�&�
�7%� �� �)��7 ��%)M� '� ������ �E ���%!(���A ?�,"��P� ���%!(���A I��!M�&� &
��%�#�� K  �#A$�E�)#A+ "�%! =A �����  �#A$�E #&�$� ��"#!��%)��$� '��H���A

L%$��!�� �� �A��A &!��$�E '��H��8 "�%)"�#�� �����=�,+ ��!H��7 �� "�(��, �����=�8
�������� ��H!#%�&��! 67�"=�� ��B!�"! �� 7#�, ��%�#�� K

�;����� ?����( ?B�.	
����
� 
( �����������# �����	��#��
�

. �A ��%A$�E 7 �����&������ � ��&!�����$� �.-�6�%)��7 �' �7%)�&�� 6�'�� 7 ���
$���&!����!, '�  �����$�� '����! '����!B @�! =)��7 #���P7E�)#A ���%�'�=�A+ � ���
&!����� 6�%)��! %�$M� ���"�7&��!+ &!"��!#����A ���!��%)�!B � ��&!����!B 6�%)���&
 �'&�%AE #!���'7&��! ���!��%)�� ��$���&!����� 6�%)��!

/��� #!���'7 '��������&��� /�"��%�%%���� v w ��#��#7&���A =)�$� ���� 7 7#"%��
 ��E�)#A �!�+ P� '����� '����!B+ A"� &!"��!#��&7E�)#A 7 =)��7 ���� �+ �� E �H�&! ��

C��7 ��'$%A���� #��H��"7 � ��&!����� 6�%)��! �' �7%)�&�� 6�'�� .��7%)#�!,
&� $7" h(n) � ��&!�����$� 6�%)��7 E #!����!H�!,

h(n) = h∗(−n). ������

C� � ������ ��%�#�) 0 =� �����&�% −N ≤ n ≤ N  O7 ��� ��"�( &&�(��!+ P� 7#� &� %�"!
h(n) E  �,#��+ � 8B 67��E������&�����A E H(ω) C� � ��(�� '��!#��!

H(ω) = h(0) +
N∑

n=1

h(n)[e−iωn + eiωn] =
N∑

n=0

a(n) cos(ωn). ����
�

a(n) =

{
h(0) "�%! n = 0,
2h(n) "�%! n > 0.

����;�

D7�"=�� cos(ωn) ��(�� &!��'!�! 7 &!$%A � ��%����7 #�����A n &� '�����8 cos ω
N!� ��%������ �7 � ��%���� I��!M�&� Tn[·] J�(�+ ��E��

cos ωn = Tn[cos ω]. ������

C� � '���#�) ����
� �7 ��� ���!

H(ω) =
N∑

n=0

a(n)Tn[cos ω]. ������

C���� ��(�� &!"����! '����7
F (ω1, ω2) → cos ω. ����F�

N�  �E  &�&!����!, &� $7"

H(ω1, ω2) =
N∑

n=0

a(n)Tn[F (ω1, ω2)]. ���
��

D7�"=�A F (ω1, ω2) '&��)#A �����
����"#�" 
���	�"
D7�"=�A F (ω1, ω2) #��� ��E �7�! H�#����!� &� $7"��  &�&!�����$� �.-�6�%)���+

�� � � 67�"=�A H(ω1, ω2) �7 � H�#����!� &� $7"��  &�&!�����$� 6�%)��7 	�%�+ �����+
A"P� &� ��� B���"���!#�!"! H(ω) �� F (ω1, ω2)+ P�� ��(�� �7%� ���� ��H!�! B����
"���!#�!"! H(ω1, ω2) ���� ��$�+ ��E �#�7&��! A"�#) ���=� 7�� &!���7 "��"����!B



���&� 1���) �������%��� 1=6,���%���� ���

67�"=�, H(ω) �� F (ω1, ω − 2)+ A"� ��!'&� !�)  � ���!����A ��������8 H�#�����8 B��
��"���!#�!"! H(ω1, ω2) �!"�����A 7#�B =!B 7��& ����(%!&� ��' ��"%� ���A  �A"!B
����(��) �� "%�#  ��7#�!�!B ����#6����=�,�!B 67�"=�,

� ��,���#��M��7 &!�� "7 7 A"�#�� F (ω1, ω2) ��(�� &'A�! H�#����!, &� $7" (3×3)�
��H"�&�$� 6�%)��7 �' �7%)�&�� 6�'�� � =)��7 ��'� ��(�� '��!#��!

F (ω1, ω2) = A + B cos ω1 + C cos ω2 + D cos(ω1 − ω2) + E cos(ω1 + ω2), ���
��

 � A,B,C,D,E 0 &�%)�� ��������! J#"�%)"! Tn[x] 0 ��%���� &� x #������ n+ ��
H(ω1, ω2) �7 � ��%������ &� F #������ N  �&� #! &!��"�E+ P� 6�%)�� �' H�#����!�
&� $7"�� H(ω1, ω2) ��(�� ��� #��&!�! 7 &!$%A �

H(ω1, ω2) = T2[F (ω1, ω2)]+4T1[F (ω1, ω2)]+2T0[F (ω1, ω2)] = 2F 2(ω1, ω2)+4F (ω1, ω2)+1.
���
��

� ���#����&�, ��%�#�� ���(���� �� F (ω1, ω2) &� ��&� �E '$���"� �' 67�"=�E� f(n1, n2)+
A"� E �������� �����&�����A D7��E 67�"=�8 F (ω1, ω2) Y"P� ������ ��%�#�) ��#�!�)
(2P +1)×(2P +1) &� %�"�& � =���� ��%�#�� #��&�� �E �' ��H��"�� "��� !���+ �� N �"�����
'$���"� 67�"=�8 f(n1, n2) �' #���� #���� �7 � ���! (2NP +1)×(2NP +1)���H"�&7 �����
�7 ��%�#�) C�"�� ( �7 � � ������ ��%�#�) 6�%)��7 h(n1, n2) �&� #! &!��"�E+ P� A"P�
f(n1, n2) 0 ���7%)#�!, &� $7" �.-�6�%)���+ �� , h(n1, n2) �7 � &� ��&� ��! �.-�6�%)��7

� A"�#�� ��!"%� 7 ��'$%A���� ����#6����=�� ���M�$� ���A "7 ���
�� �' '��H���
�A�! ���������& A = −0, 5+ B = C = 0, 5+ D = E = 0, 25 Y"��' ��"7 ����#6���7�H7
67�"=�� '�������7&�& /�"��%�%%��

F (ω1, ω2) = 0, 5(−1 + cos ω1 + cos ω2 + cos ω1 cos ω2).

F (ω1, 0) = cos ω1; H(ω1, 0) = H(ω1).

	%A ��"�8 ����#6���7�H�8 67�"=�8 H�#����!, &� $7"�������!� #��E ������H�!� ���
����'��  &�&!�����$� H�#�����$� &� $7"7 C��7 � ��&!����!, 6�%)�� �!(��B H�#���
�����&���E�)#A 7  &�&!����!, 6�%)�� �!(��B H�#���T � ��&!����!, #�7$�#�!, 6�%)��
�����&���E�)#A 7  &�&!����!, 6�%)�� �' x"�%)=�&��x#�7$�� ����7#"���A

�.�$� 2���
�

� ?�B�, E ��#!&  ��!B ��#A$�� 340× 340 ��H�" C���� ����7#�!�! =�, ��#!& H���'
�.-�6�%)�� �' �7%)�&�� 6�'�� ����A(��#�� (2N + 1) × (2N + 1) ��H�"

• �"�%)"! ����� &!"����! �����=�, "���%�"#��$� ���(���A � A"!, ��������
��#A$ ����A��  %A ���%�'�=�8 6�%)��7 '�  �����$�� 	@D ��! N = 50Z

• �"�%)"! �������� �����=�, �� ��#A$7 ����A�� '� 7��&! �7%)�&�8 6�'!+ A"P�
6�%)�� ���%�'7E�)#A ���� �� ��A��8 '$���"!Z

� ?�B�, ����� #!���'7&��!  &�&!����!, �.-�6�%)�� �' &!"��!#����A� &�"�� ��,'��
��+ P� ������E�)#A+ H�#����!, &� $7" A"�$� #"%� �E ����%!(����

H(ω1, ω2) =

{
1, 0 ± 0, 1 ��! ω2

1 + ω2
2 ≤ (0, 4π)2,

0, 0 ± 0, 1 ��! ω2
1 + ω2

2 > (0, 6π)2.

�!'��H!�! ���A �" 6�%)��7T &!'��H!�! '��H���A ��������7 α &�"�� ��,'���T '���
,�! &!��'  %A ���7%)#��$� &� $7"7 6�%)��7

G <�'$%A���� #!���' 6�%)���+ A"!, ����"#!�7E &� $7"+ ��&� ��!, �� �!#

'�  �����$�� ����#6����=�8 ���M�$� ���A "7 &!$%A 7

F (ω1, ω2) = A + B cos ω1 + C cos ω2 + D cos ω1 cos ω2.



��� ��� 1���) �� ����)���� ����������� 1=6,���%����

���, ��) �� B� AP� '��H���A  %A A,B,C,D

�����'��) &� $7" � ��&!�����$� 6�%)����������!�7+ A"!, &!"��!#��&7E�)#A ' =�E�
����#6����=�E�

� ?�B�, ����� #!���'7&��! ��!&!����!, #6��!H�!, 6�%)�� �!(��B H�#��� �' �7%)��
&�� 6�'��+ &!"��!#��&7�H! ���� ����#6����=�8 �' ����#6���7�H�� 67�"=�E�
���M�$� ���A "7 &! 7

F (ω1, ω2, ω3) = A+B cos ω1+C cos ω2+D cos ω3+E cos ω1ω2+F cos ω1ω3+G cos ω2ω3+H cos ω1ω2ω3.

NA ����#6����=�A ��#%A �� #����&"!

F (ω1, ω2, ω3) → cos ω

�����&��!�) H�#����!, &� $7" H(ω) � ��&!�����$� 6�%)����������!�7 �' �7%)��
&�� 6�'�� 7 ��!&!����!, &� $7" H(ω1, ω2, ω3)

C���� &!����! ��������! ����#6����=�8 ��"+ P�� ����#6����=�A '� �&�%)�A%�
��"!� &%�#�!&�#�A�1

� ω = π &� ����(7&�%�#) �� (ω1, ω2, ω3) = (π, π, π)

�
F (ω1, ω2, ω3) = F (ω1, ω3, ω2) = F (ω2, ω1, ω3) =

= F (ω2, ω3, ω1) = F (ω3, ω1, ω2) = F (ω3, ω2, ω1).

G F (ω, 0, 0) = cos ω �=� '���'��H!�) ��&��#�) &� $7"�& �� �#A� &� $7"7 ������!�7�

� F (ω1, ω2, π) = −1


 C���#6���7�H�� 67�"=�E�  %A ����#6����=�8  �7$�$� ���A "7 E H�#����!, &� �
$7" (5 × 5)���H"�$� 6�%)��7 �' �7%)�&�� 6�'�� ?�B�, =A 67�"=�A &!"��!#��&7E�
�)#A ' (2N + 1) × (2N + 1)���H"�&!� � ��&!����!� 6�%)���� �' �7%)�&�� 6�'��
 %A ���%�'�=�8  &�&!�����$� 6�%)��7

• �"�%)"! �����=�, ���(���A ��������  %A ��H!#%���A '��H��) � ��$� &� %�"7
&!B� ��8 ��#%� �&��#��Z

• �"�%)"! �����=�, ���(���A ��������  %A ��H!#%���A � ��$� &!B� ��$� &� �
%�"7+ A"P� ��, (� H�#����!, &� $7" ���%�'�&��� ��A��� '$���"��Z

• Y"!, ��#A$ ����A�� ��������  %A ���%�'�=�8 =)�$� 6�%)���Z



���&�� ��

� # �������$� �'".����$� ��%-���

����� �	&����
	 �	
����� ��	�+����� �������

9���,�� #!#���!+ ��&��������  � '#7&7 �9.��+ 7 '�$�%)���7 &!�� "7 ���%�'7��)#A '�
 �����$�� ��'�!=�&!B ��&�A�)

<�'�!=�&� ��&�A��A 0 =� ��A&�� #��&&� ��M���A ��( &B� �� x �� &!B� �� y %���,��8
��&��������8  � '#7&7 #!#���! ���� ��E &!$%A ∑

k1

∑
k2

b(k1, k2)y(n1 − k1, n2 − k2) =
∑
l1

∑
l2

a(l1, l2)x(n1 − l1, n2 − l2). �����

Y"P� &!B� �� &� %�"! 9.��#!#��� ��(�� '��,�! '� '��H���A�! &B� �!B &� %�"�& '�  ��
����$�� #"��H���8 "�%)"�#�� ��H!#%��)+ �� ��(� �� #7��&7&���A & ����� �7 7�) #"���
H���!�!+ � =� �'��H�E+ P� ��#!&! "��6�=�E���& a+ b ����) #"��H���� ��'���! � =)��7
��'� $�&��A�)+ P� ��'�!=�&� ��&�A��A ��E #"��H���!, ���A �"

Y"P� b(0, 0) �= 0+ ��(�� �����%�'7&��! "��6�=�E��! a+ b+ �� �%!&M! ��! &� H�#�!�!
��&�A��A �� b(0, 0)

@��A �" ��'�!=�&�$� ��&�A��A E ���� ����A(��#�� ������8 ��%�#�� ��#!&7 b(k1, k2)
C�H��$� &!'��H���A ���A "7+ �� (�%)+ �� �#�7E+ �#"�%)"! ��#!& b ��(� ���! �7 )�A"7
����A(��#�) � ��'� "�%! b(k1, k2) ��E ��A��"7��7 6���7+ �����

N1∑
k1=0

N2∑
k2=0

b(k1, k2)y(n1 − k1, n2 − k2) =
∑
l1

∑
l2

a(l1, l2)x(n1 − l1, n2 − l2), �����

��(�� #"�'��!+ P� ���A �" #!#���!  ���&��E N1 × N2
��(%!&!� H�#�"�&!� &!�� "�� E "%�# ��'�!=�&!B ��&�A�) ���A "7 [�7%) �� �7%)S+

"�%! ��#!& b(k1, k2) #"%� �E�)#A �' � ��$� &� %�"7 7 ��H��"7 "��� !��� C� �

y(n1, n2) =
∑
l1

∑
l2

a(l1, l2)x(n1 − l1, n2 − l2). ���G�

�!B� �!, #!$��% ���#!&� y(n1, n2) E '$���"� &B� ��$� ��#!&7 �' ��#!&�� "��6�=�E���&
a(l1, l2)+ A"!, ��(�� �����(�!�! �' ���7%)#�!� &� $7"�� 6�%)��� J#"�%)"! a(l1, l2) ���
#�!�) ��%)"! #"��H���7 "�%)"�#�) ���7%)�&!B '��H��)+ =� ��'�!=�&� ��&�A��A &� ��&� �E
�.-�6�%)���� <�'�!=�&� ��&�A��A #"��H����$� ���A "7+ A"!, &� ��'�AE�)#A &� �7%A+
&� ��&� ���) ?.-�6�%)���� �6�%)���� �' ��#"��H���� ���7%)#��� B���"���!#�!"���

<�'�!=�&� ��&�A��A &!'��H���) �%$��!��! ��H!#%��) ��! ���%�'�=�8 =!B #!#���
���!M��� &!��' ����� 7 ��"��7 &!$%A �1

y(n1, n2) =
∑
l1

∑
l2

a(l1, l2)x(n1 − l1, n2 − l2) −
∑
k1

∑
k2

b(k1, k2)y(n1 − k1, n2 − k2). �����



��	 ��� ;������������ ��������� ���%���

� ��"�, 6���� '��!#7 ��'�!=�&� ��&�A��A ��!#7E �%$��!�� ��H!#%���A &� %�"7 y 7 ��H=�
(n1, n2) '� 7��&!+ P� 7 ��A&��#�� &(� E ����B� �� &B� �� &� %�"!+ � ��"�( 7#� &� %�"!
y+ P� '�A&%A��)#A & ���&�, H�#�!�� �����+ ��� ��H!#%��� '�' �%�$� )+ ��� &!'��H��� A"
��H��"�&� 7��&!

�!#���!+  %A A"!B &!B� �� &� %�"! ��(�� ��H!#%!�! 7 ��"!, #��#��+ A&%A��)#A
��"!�!+ P� ���������� ��#���""���� NA &%�#�!&�#�) '�%�(!�) &� ������8 ��%�#��
��#!&7 "��6�=�E���& b(k1, k2)+ � ��"�( &� ��'��M7&���A &� %�"�& &!B� ��$� ��#!&7+ A"�
'� ��� A" ��H��"�&� 7��&!+ �� ���A "7+ '� A"!� ����� ��H!#%�&��! &!B� �� &� %�"!

�'	��� �����+ ��� &�"�� #"��H���8 �%�P!�!+ 6���� A"�8 &!'��H��� ��#!&�� a(l1, l2)+
��"%� �E�)#A �� &B� �7 ���(!�7 & ��H=� (n1, n2) �� %�"! x+ A"� ��"�!�� ��#"��+ ���
���(7��)#A �� &� ��&� �� "��6�=�E��! a(l1, l2) � &� ��&� �� '��H���A �� #7��&7��)#A
L��%�$�H�� � #!�B����� ��'	��� �����+ P� &!'��H�E�)#A ��#!&�� b(k1, k2)+ ������P7E�
�)#A �� &!B� �!� ��#!&�� �#� &!B� �� &� %�"!+ P� ��"�!�� =�E� ��#"��+ '� &!�A�"��
� ��$� ��! (n1, n2)+ �����(7��)#A �� b(k1, k2)+ �� #7��&7��)#A � &� ������)#A �' ����
M�8 #7�! � ��'7%)���� � ��(7E�)#A &� %�" y(n1, n2) N� '��H���A '���#!�)#A 7 &!B� �!,
��#!& � ��! &� ��#"! ������P7��)#A 7 ��&� ��%�(���A 	%A ��H!#%���A '��H��) "��"���
���$� &!B� ��$� &� %�"7 &!B� �� ��#"� ��E ��"�!&��! ��%)"! �	���	 ���#���� ��'	���'
�	��	�	�

Y"P� �� �#�7E #��#��7 7���A "7&���A+ A"!,  �'&�%AE ��H!#%�&��! &!B� ��  ��� '�
������� ��H��"�&!B 7��&+ #!#���� �� A&%AE�)#A ��"��+ P� ��"7�#!&�� ��H!#%�E�)#A

?�,���#��M!� ��!"%� ��  &�&!�����8 &!B� ��8 ��#"!+ A"�  �'&�%AE &!"����! ���
"7�#!&�� ��H!#%���A &!B� �!B  ��!B+ E 6�%)�� ���M�$� "&� ����7+ ��� ["�7'�%)�!,S
6�%)�� � =)��7 ��'� "��6�=�E��! b(k1, k2) ����) ���7%)�&� '��H���A & #"��H����, ��%��
#�� {0 ≤ k1 ≤ N1, 0 ≤ k2 ≤ N2}
����� /����+�	 ���� �
�
�	���� �=5)�	����	


?.-�6�%)�� ��(�� ���%�'7&��! 7 ��A��, 6���� 	%A 6�%)��� ���M�$� "&� ����7
&B� �!, #!$��% x(n1, n2) '&�A'�!, �' &!B� �!� #!$��%�� y(n1, n2) #��&&� ��M���A�

y(n1, n2) =
L1−1∑
l1=0

L2−1∑
l2=0

a(l1, l2)x(n1−l1, n2−l2)−
K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

b(k1, k2)y(n1−k1, n2−k2). ���
�

J#"�%)"! &� $7" 6�%)��7 �� ���7%)# δ(n1, n2) '� &!'��H���A�  ���&��E ���7%)#���7
&� $7"7 h(n1, n2)+ ��

h(n1, n2) = a(n1, n2) −
K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

b(k1, k2)y(n1 − k1, n2 − k2). ���;�

�!"���E��  &�&!����� z������&�����A1

Hz(z1, z2) =

L1−1∑
l1=0

L2−1∑
l2=0

a(l1, l2)z−l1
1 z−l2

2

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

a(k1, k2)z−k1
1 z−k2

2

=
Az(z1, z2)
Bz(z1, z2)

. �����

/�(�� &&�(��!+ P� =� #��&&� ��M���A ��!#7E "�#"� '  &�B 6�%)���&1 �.-�6�%)���
' ���� ���H��� 67�"=�E� Az(z1, z2) �� H!#�� ��"7�#!&��$� 6�%)��� ' ���� ���H���
67�"=�E� 1/Bz(z1, z2) ?�B�, ��'��� &B� ��8 ��#"!  ���&��E L1 × L2 ��H"��+ �����"�
&!"��7E�)#A �� #��&�=A� � 7 "�(���7 #��&�=� ��(��� � ��(��! N2 &!B� �!B ��H�" �
=)��7 ��'� ����� '����$��! (L1−1)N2 +L2−1 &B� �!B &� %�"�& N�, ��#A$ ����A�� A"��'
E ����B� �!,  %A ��'��M7&���A &B� ��8 ��#"!+ A"� &� ��&� �E �.-�#�7���� �'��H���$�
"�#"� 7 	�7$� #�7���) "�#"� 7 A&%AE #���� ?.-�6�%)�� �' #��%!� H!#�%)�!"�� Y"P�



���	� 0������� ���� ����������� �=6,���%���� ���

,�$� &!B� �� ��#"� ��#�!�) K1 × K2 ��H�" �� ��E ��&�� 7 ���&��7 &��B�)��7 "7��+ ��
��! 6�%)���=�8 #��&��=) '� #��&�=�� '�� ��!�)#A (K1 − 1)N2 + K2 − 1 H��7��" ����A��
C�( #7����!, ��#A$ ��������8 ����A�� #"%� � (L1 + K1 − 2)N2 + L2 + K2 − 2 &� %�"�&

J#"�%)"! �! ��'$%A �E�� HZ(z1, z2) A" ���� ���H�7 67�"=�� "�#"� 7 '  &�B 9.��
6�%)���&+ ��(�� '���!�! ���A �" #%� 7&���A 6�%)���& @�'��H!�� &!B� ?.-�6�%)��7
"�#"� 7 H���' w(n1, n2)1

w(n1, n2) = x(n1, n2) −
K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

b(k1, k2)w(n1 − k1, n2 − k2). �����

	�%�+ &!B� �!, #!$��% y(n1, n2) "�#"� 7 6���7E�)#A M%AB�� 6�%)���=�8 w(n1, n2) �.-�
6�%)���� ' ���� ���H��� 67�"=�E� Az(z1, z2)1

y(n1, n2) =
L1−1∑
l1=0

L2−1∑
l2=0

a(l1, l2)w(n1 − l1, n2 − l2). ���F�

NA 6���� ���%�'�=�8 '&��)#A �����" �����" 
����" @�! =)��7 & ����A�� ��E '���
B� !�!#) ��%)"! �� H�#�"� ��#!&7 w(n1, n2)+ A"� ����B� ��  %A ��H!#%���A ��#�7��!B
'��H��) w(n1, n2) �� y(n1, n2) &� ��&� ��  � 6���7% �����+���F�

���"� =�����	!�	 ����� ����	&��	4 �
�
�	���� �=5)�	����	


<�'$%A���� ��M!, �� B�  � &!��M���A ����%��! ���%�'�=�8  &�&!�����$� =!6���
&�$� 6�%)��7 �' ��=����%)��� ���� ���H��� 67�"=�E� � ��$��)�B ��!"%� ���AB+ ���
��!"%� + & �����=� '����(��)+ 7 ��A&��#�� E 7#� &� %�"! #!$��%7 � ��H�#��+ ����� 7&�#)
#!$��% '����$�E�)#A & ����A�� RJ/ � ��(� #��&�� &!"��!#��&7&��!#) 7 ���=�#� ��H!�
#%��) �@� H�# �����"! � ��&!����!B #!$��%�& ���%)��$� H�#7 & ��H!#%���AB ��(7�)
�7�! '� �A�� ��%)"! �� '��H���A &� %�"�&+ A"� #��#7��)#A �!�7%�$�� � ��"��7 ��'� ' ���
��� 6���7&���A ��&�8 �����=�8 &!B� ��$� #!$��%7 #%7M�� �����%A�! &!B� �!, #!$��%
��'�� �' &B� �!� C�"� �����=�,�� ���%�'�=�A &!"��!#��&7E &� ��7 "��=��=�� ���������
$� '&�A'"7  %A ��#%� �&��$� 6���7&���A &#� "��P!B � "��P!B ����"#!��=�, ��������$�
&!B� ��$� #!$��%7

������� E�(��� 
�����
��� �%�#�

J ��E� ' ��!H!� &!"��!#����A ��!�=!�7 �����=�8 E ��(���A � ��(��! ?.-�6�%)��!
�' ���7%)#�!�! &� $7"��!+ A"� �� ��(�� ���%�'7&��! 7 ��"7�#!&��, 6���� � � ��&!�
������7 &!�� "7 ���� ���H�7 67�"=�� ?.-�6�%)��7 ��(�� ��'"%�#�! �� ���(�!"!
��"+ P� & ��, &! �%A��)#A "�7'�%)�� �� ���!"�7'�%)�� H�#�!�!+ A"� ��(�� ���%�'7&��!
�"���� '�  �����$�� ��'�!=�&!B ��&�A�) �� #7���#�) 7 &!�� "7  &�B � ��%)M� &!�����
&��) �#��&��8 ������! �%$���! ��� ��'"%� ���A �� ���(�!"! 7��7 ��E &!"��!#����A
��"�$� �� B� 7 .����=�,�� ���%�'�=�A �� �E ��M7 ��(%!&�#�) �+ "��� ��$�+ �� �E '�#��
7��B7&���A ��(�&!B 7��&

J�!M��� �����=�,�7 ���%�'�=�� '�  �����$�� H�#�����$� &� $7"7 ?.-�6�%)��7
H(ω1, ω2)+ � �� ,�$� ���� ���H��8 67�"=�8 Hz(z1, z2) �'�$�%� H(ω1, ω2) ��(�� ��� �
#��&!�! A"

H(ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)
B(ω1, ω2)

=

∑
l1

∑
l2

a(l1, l2)e−iω1l1−iω2l2)

∑
k1

∑
k2

b(k1, k2)e−iω1k1−iω2k2)
, ������

 � a(l1, l2) �� b(k1, k2) E ��#%� �&��#�� #"��H����8 ����A(��#�� Y" '�&( !+ �7 ��� &&��
(��!+ P� &� ��M���A �����%�'�&��� �b(0, 0) = 1�

�!'��H!�� ��&!, ��!$�������!H�!, ��%���� C(ω1, ω2)1

C(ω1, ω2) = 1 − B(ω1, ω2). ������



��
 ��� ;������������ ��������� ���%���

C� � ��(�� '��!#��!

H(ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)

1 − C(ω1, ω2)
. ������

Y"P� &&�(��!+ P� X(ω1, ω2) 0 #��"�� &B� ��$� #!$��%7 x(n1, n2)+ Y (ω1, ω2) 0 #��"��
&!B� ��$� #!$��%7 y(n1, n2)+ � P� |X(ω1, ω2)| �� |Y (ω1, ω2)| ����(���+ ��

Y (ω1, ω2) = H(ω1, ω2)X(ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)X(ω1, ω2)

1 − C(ω1, ω2)
. ����G�

N�, &!��' ��(�� '��!#��! 7 �"&�&�%�����, 6����

Y (ω1, ω2) = A(ω1, ω2)X(ω1, ω2) + C(ω1, ω2)Y (ω1, ω2). ������

� ���#����&�, ��%�#�� =�, &!��' ���7&�E &!$%A 7

y(n1, n2) = a(n1, n2) ∗ x(n1, n2) + c(n1, n2) ∗ y(n1, n2). ����
�

�!��'! ������+����
� &!'��H���) ��A&�� #��&&� ��M���A ��( &B� �!� �� &!B� �!� #!�
$��%��! �� "��6�=�E����! ?.-�6�%)��7 @�!�7#�!��+ P� 7 ��# E 7 ��A&��#�� $����
�=��"� &!B� ��$� #!$��%7 Y"P� �� #��&!�! 88 7 ���&7 H�#�!�7 &!��'7 ����
�+ ��(��
� ��(��! "��P7 �=��"7 &!B� ��$� #!$��%7 ?�B�, y(i−1)(n1, n2) E (i − 1)�� ���%!(���A
 � �#�!���$� &!B� ��$� #!$��%7 y(n1, n2)

y(i)(n1, n2) = a(n1, n2) ∗ x(n1, n2) + c(n1, n2) ∗ y(i−1)(n1, n2). ����;�

� H�#�����, ��%�#�� =)��7 #��&&� ��M���� &� ��&� �E

Y (i)(ω1, ω2) = A(ω1, ω2)X(ω1, ω2) + C(ω1, ω2)Y (i−1)(ω1, ω2). ������

NA ��#%� �&��#�) ���%!(��) {y(i)(n1, n2)} ��E '��$��!#)  � y(n1, n2) 	%A ����&��"!
'��(��#�� ��'$%A���� �Y −1(ω1, ω2) = 0� Y (0)(ω1, ω2) = A(ω1, ω2)X(ω1, ω2)

Y (1)(ω1, ω2) = [A(ω1, ω2) + C(ω1, ω2)A(ω1, ω2)]X(ω1, ω2).

?� l�, �����=�8 ��E��

Y (l)(ω1, ω2) =

[
A(ω1, ω2)

l∑
i=0

C(i)(ω1, ω2)

]
X(ω1, ω2).

J#"�%)"!
l∑

i=0

C(i)(ω1, ω2) =
1 − C(i+1)(ω1, ω2)

1 − C(ω1, ω2)
,

��+ A"P�
|C(ω1, ω2)| < 1, ������

��

lim
l→∞

Y (l)(ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)X(ω1, ω2)

1 − C(ω1, ω2)
= Y (ω1, ω2).

J#"�%)"! a(n1, n2) �� b(n1, n2) 0 ��#!&! #"��H����8 ����A(��#��+ ��H!#%���A+ P�
&!"��7��)#A �� "�(��, �����=�8+ E �����=�8 �.-�6�%)���=�8 C�"!� H!���+ ��=����%)�!,
H�#����!, &� $7" H(ω1, ω2)  &�&!�����$� ?.-�6�%)��� ��(�� ���!���! '�  �����$��
��#"��H����$� H!#%� �����=�, �.-�6�%)���=�8

���&� '��(��#�� �����=�, ������ E '��� �� #!%)�� ����(���A+ �� &#� #��,"�  &�&!�
����� ?.-�6�%)��! '� �&�%)�A��) =� ����(���A



���&� =�������� ����� ����)���5 ����������� �=6,���%���� ���

�!"�����A ��#"��H����8 "�%)"�#�� �����=�, ������7E ��#"��H����$� ��#A$7 ��H!�
#%��) ?� ���"�!=� ����(7��)#A #"��H����� "�%)"�#�� �����=�,+ &��#%� �" H�$� #!$��%
y(l)(n1, n2) &!A&%AE�)#A %!M� ����"#!��=�E� ��������$� #!$��%7 y(n1, n2) <�'$%A����
&�%!H!�7 ��B!�"! ����"#!��=�8 D7��E�#��"��! #!$��%�& y(l)(n1, n2) �� y(n1, n2) '&�A'���
6���7%��

Y (l)(ω1, ω2) = Y (ω1, ω2)[1 − C(l+1)(ω1, ω2)]. ����F�

J#"�%)"! H�#�"� "���%�"#�!B 67�"=�, Y (l)(ω1, ω2)/Y (ω1, ω2) ��E �& � ��%��  ���&��&��!
� !�!=�+ �� 7 A"�#�� ���! ��B!�"! &��#%� �" ����(���A ��H!#%��) l �����=�A�!+ ��(��
&!����! #��"���%)�7 ��B!�"7

E(ω1, ω2) =

∣∣∣∣∣Y
(l)(ω1, ω2)

Y (ω1, ω2)
− 1

∣∣∣∣∣ = |C(ω1, ω2)|l+1. ������

Y"P� '� ��! �����  ��7#�!�!, ��&��) #��"���%)��8 ��B!�"! 7  �A"�, #�7'� H�#��� Ω

E(ω1, ω2) < ε, (ω1, ω2) ∈ Ω, ������

�� '� ������ ��(�� &!'��H!�! ����B� �7 "�%)"�#�) �����=�,  %A  �#A$����A '� ���8
��B!�"!

H(l)(ω1, ω2) = A(ω1, ω2)
l∑

i=0

C(i)(ω1, ω2), ������

P� &� ��&� �E H�#������7 &� $7"7 �.-�6�%)���+ A"!, ����"#!�7E H�#����!, &� $7"
H(ω1, ω2)

������� =(��������� 
�����
���< �%�#�

Y"P� #��,"!, ?.-�6�%)�� �� '� �&�%)�AE 7��&7 '��(��#��+ ��"!, 6�%)�� �� ��(��
���%�'7&��! '�  �����$�� �����=�,��8 ���=� 7�! <�'$%A����  �A"� 7'�$�%)����A+ A"�
 �'&�%A��) &!"��7&��! �����=�,�7 ���%�'�=�� �7 )�A"�$� #��,"�$� ?.-�6�%)��� 	%A
#���P���A &!"%� �" ��'$%A���� H�#�"�&!, &!�� �"+ "�%! B(ω1, ω2) E H!#��  �,#�� �
#���$�  � ���� 67�"=�A

@������!, H�#����!, &� $7" ?.-�6�%)��7 ��(�� '��!#��! ��"1

H(ω1, ω2) =
λA(ω1, ω2)
λB(ω1, ω2)

, ����G�

 � λ 0 ��&!'��H��!, �������� �!'��H!�� �����

C(ω1, ω2) = 1 − λB(ω1, ω2). ������

Y" � &!P�+ ���7 7E�� &!��'  %A H�#�����$� &� $7"7

Y (l)(ω1, ω2) = λA(ω1, ω2)X(ω1, ω2) + C(ω1, ω2)Y (l−1)(ω1, ω2). ����
�

���&� '��(��#�� '�%!M!%�#) ��E� (+ �%� ����� 67�"=�A C(ω1, ω2) ��#�!�) &�%)�!, ���
������ λ J#"�%)"! 67�"=�A B(ω1, ω2) > 0+ ��  %A '��(��#�� ��E &!"��7&��!#) 7��&�
C(ω1, ω2) > −1 N)�$� ��(��  �#A$�!+ A"P� &!����! #��%7 λ & �����&�%�

0 < λ <
2

max
(ω1,ω2)

B(ω1, ω2)
. ����;�

�!�� �"+ "�%! 67�"=�A B(ω1, ω2)  �,#�� ��  � ����+ A&%AE ���"�!H�7 =����#�)+
�#"�%)"! &�� ��#�!�) 7 #���  �A"� #!����!H��  &�&!����� ?.-�6�%)��!+ A"� &!"��!#��&7�
��) 7 �����=� '����(��)



��� ��� ;������������ ��������� ���%���

� ��%)M '�$�%)���7 &!�� "7 B(ω1, ω2) A&%AE #���� "���%�"#�7 ��!$�������!H�7
��%������%)�7 67�"=��+ A"�  %A #��,"�$�  &�&!�����$� ?.-�6�%)��� '� �&�%)�AE 7��&7

B(ω1, ω2) �= 0. ������

	%A =)�$� '�$�%)��$� &!�� "7 &� $7" H(ω1, ω2) ��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

H(ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)
B(ω1, ω2)

=
λB∗(ω1, ω2)A(ω1, ω2)

λ|B(ω1, ω2)|2 . ������

C7� 7  �%)�!"7 ��#�!�)#A  �,#�� �  � ���� 67�"=�A |B(ω1, ω2)|2+ P� �� �E ��(%!&�#�)
��&���!�! &!"%� "!+ P� ��&� ��� &!P� ���&7 &!'��H!�� 67�"=�� C(ω1, ω2) ��"!�
H!���1

C(ω1, ω2) = 1 − λ|B(ω1, ω2)|2. ����F�

J��!�7E�� ��&!, �����=�,�!, &!��'

Y (l)(ω1, ω2) = λB∗(ω1, ω2)A(ω1, ω2)X(ω1, ω2) + C(ω1, ω2)Y (l−1)(ω1, ω2). ���G��

Y" � ����M�+ 67�"=�A C(ω1, ω2) ��E '� �&�%)�A�! 7��&7 '��(��#�� |C(ω1, ω2)| < 1 N�
'���'��H7E�)#A &!����� λ & �����&�%�

0 < λ <
2

max
(ω1,ω2)

|B(ω1, ω2)|2 . ���G��

.����=�,�!, &!��' ���G��  �'&�%AE ���%�'7&��! �7 )�A"!, #��,"!,  &�&!����!, ���
=����%)�!, H�#����!, &� $7" ���� ��$�+ ,��7 ��!������� P�  �A"� =�"�&� &%�#�!&�#��
?���!"%� + 6�'� #��"��7 '��$�E�)#A  � ��������$� '��H���A &(� ��#%A ���M�8 �����=�8

ϕ[Y (ω1, ω2)] = ϕ[Y (i)(ω1, ω2)], i ≥ 0. ���G��

N�, 6�"� ��A#��E�)#A �!�+ P� 6�'� B∗(ω1, ω2) #��&�� �E �' 6�'�� 1/B(ω1, ω2) C��7

ϕ[Y (0)(ω1, ω2)] = ϕ[A(ω1, ω2)] + ϕ[B∗(ω1, ω2)] + ϕ[X(ω1, ω2)] =

= ϕ[A(ω1, ω2)] − ϕ[B(ω1, ω2)] + ϕ[X(ω1, ω2)] = ϕ[Y (ω1, ω2)

?�#�7��� �����=�8 7��H����) %!M� ����	���� #��"���
.����=�,�!, &!��' ���G��  �'&�%AE ���%�'7&��! ��%)M M!��"!, "%�# H�#����!B &� �

$7"�& L%� &�� ������7E ��%)M�$� ��#A$7 ��H!#%��) �B� �!, #!$��% x(n1, n2) ��E �� ���
�A "�&7&��!#) 6�%)���=�8 ��#%� �&�� '�E ���!�! 6�%)����! λB∗(ω1, ω2) �� A(ω1, ω2)+ �
�� ��%)"! A(ω1, ω2) �.-�6�%)��+ P� &� ��&� �E 67�"=�8 C(ω1, ω2)+ ��"�( &!A&%AE�)#A
��%)M #"%� �!�T &�� ������7E & &�H� ��%)M� ��H!#%��) ����&�A�� �' ��A��� '$���"��

���$� 0����& 
 ��������
	! �3����	

<�'$%A���� �!����A #!���'7  &�&!����!B ?.-�6�%)���&+ P� Q�7��7��)#A �� �������
'�=�8 67�"=����%7 ��B!�"! 7 ���#����&�, ��%�#�� � '�$�%)���7 &!�� "7 ���� ��%A$�E
7 &!'��H���� "��6�=�E���& a(n1, n2) �� b(n1, n2)  &�&!�����$� ��"7�#!&��$� 6�%)��7 ��"+
P�� &� $7" 6�%)��7 y(n1, n2) �� &!'��H��!, &B� �!, #!$��% x(n1, n2) &!A&!&#A $�����
����"#!��=�E�  �A"�$� &!'��H���$� ��������$� &!B� ��$� #!$��%7 d(n1, n2) ��'&!H�, 7
A"�#�� &!'��H���$� &B� ��$� #!$��%7 �����)#A  �%)���67�"=�A x(n1, n2) = δ(n1, n2)+ ��"
P� d(n1, n2) E �������!, ���7%)#�!, &� $7"

@�! ����"#!��=�8 7 ���#����&�, ��%�#�� ��,H�#��M� &!"��!#��&7E�)#A #��� �)�"&��
 ���!H�� ����� ��B!�"!

e2 =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

[y(n1, n2) − d(n1, n2)]2. ���GG�



���'� 1���) � ����������� � ����� ���

NA ��B!�"� #��&�� �E �' #��� �)�"&� ���!H��� ��B!�"�� 7 H�#�����, ��%�#��

e2 = E2 =
1

4π2

π∫
−π

π∫
−π

[Y (ω1, ω2) − D(ω1, ω2)]2dω1dω2. ���G��

��(%!&�#�) =)�$� #��&&� ��M���A ��%A$�E 7 ���7+ P� '�%�(��#�) 67�"=�8 y &� �������
���& 6�%)��7 a(n1, n2) �� b(n1, n2) %�$M� ��!#��! 7 H�#�����, ��%�#��

Y (ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)X(ω1, ω2)

B(ω1, ω2)
, ���G
�

 �

A(ω1, ω2) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

a(n1, n2)e−iω1n1−iω2n2 , ���G;�

B(ω1, ω2) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

b(n1, n2)e−iω1n1−iω2n2 , ���G��

� ��%)M�#�� �%$��!���& #!���'7 ���� ��H�E�)#A+ P� ������� ��%�#��  %A 67�"=�,
E ���M!, "&� ����

C�����!H�!, �����7� ��B!�"! e2 ��(�� '��,�!+ ��!��&�A&M!  � �7%A H�#�!���
��B� �� �� ���������� {a(n1, n2), b(n1, n2)} Y"P� &!��'!�! y(n1, n2) '�  �����$��
��"7�#!&��$� #��&&� ��M���A

y(n1, n2) =
N1−1∑
p1=0

N2−1∑
p2=0

a(p1, p2)x(n1 − p1, n2 − p2)−

−
M1−1∑
q1=0

M2−1∑
q2=0

b(q1, q2)y(n1 − q1, n2 − q2) (b(0, 0) = 1), ���G��

�� ��(�� � ��(��! ��"7�#!&�� #��&&� ��M���A  %A ��B� �!B

∂y(n1, n2)
∂a(p1, p2)

= x(n1 − p1, n2 − p2) −
M1−1∑
m1=0

M2−1∑
m2=0

b(m1,m2)
∂y(n1 − m1, n2 − m2)

∂a(p1, p2)
, ���GF�

∂y(n1, n2)
∂b(q1, q2)

= y(n1 − q1, n2 − q2) −
M1−1∑
m1=0

M2−1∑
m2=0

b(m1,m2)
∂y(n1 − m1, n2 − m2)

∂b(q1, q2)
, ������

N� ��"7�#!&�� ��H!#%���A ��H!����)#A �' �7%)�&!�! ��H��"�&!�! 7��&��! ���� ��$�+
��(�� ��"�'��!+ P� H�#�!��� ��B� �� '&�A'��� #��&&� ��M���A�!

∂y(n1, n2)
∂a(p1, p2)

=
∂y(n1 − p1, n2 − p2)

∂a(0, 0)
, ������

��
∂y(n1, n2)
∂b(q1, q2)

=
∂y(n1 − q1 + 1, n2 − q2)

∂b(1, 0)
=

∂y(n1 − q1, n2 − q2 + 1)
∂b(0, 1)

. ������

L��%��!H�!, ��'&�A'�" ��&�A�)  %A &� M7"���A '��H��) "��6�=�E���& {a(p1, p2), b(q1, q2)}+
A"� ������'7��) e2+ 7 '�$�%)���7 &!�� "7 ����(%!&!, C��7 ��'$%A���� �%$��!���H��
���� ! ������'�=�8 e2



��� ��� ;������������ ��������� ���%���

���&��� "���� 5�����

J !� �' ���M!B ���� �& ����"�7&���A  &�&!����!B ?.-�6�%)���& '��������&���
K��"#�� �� �� v w � ����� '�����$���A ��7 ��P�&+ ��&�A'��!B �' ��%���,��#��+ �&���!
������'7&�%! �� !6�"�&��7 67�"=�� ��B!�"!

E′(ω1, ω2) = E(ω1, ω2)B(ω1, ω2) = A(ω1, ω2)X(ω1, ω2) − B(ω1, ω2)D(ω1, ω2), ����G�

P� &� ��&� �E #!$��%7 ��B!�"!

e′(n1, n2) = a(n1, n2) ∗ x(n1, n2) − b(n1, n2) ∗ d(n1, n2). ������

N�, #!$��% E %���,�!� &� ��#�� "��6�=�E���& 6�%)��� {a(p1, p2), b(q1, q2)} �7����� ���
B!�"�

e′2 =
∑
n1

∑
n2

[e′(n1, n2)]2. ����
�

@�B!�"� ������'7E�)#A ��"!� H!��� � A"�#�� &B� ��$� #!$��%7 &!�!��E�)#A δ(n1, n2)
@����+ �#"�%)"! "��6�=�E��! a(n1, n2)  ���&����) �7%� ��'� ��A��"7��!"�� 0 ≤ n1 <
N1, 0 ≤ n2 < N2+ �� &!��' ������ ��!,��E ���#�!, &!$%A 

e′(n1, n2) = −
M1−1∑
q1=0

M2−1∑
q2=0

b(q1, q2)d(n1 − q1, n2 − q2) (n1 ≥ N1��� n2 ≥ N2. ����;�

Y"P� ����� ��� !6����=��&��! e′2 �� "��6�=�E����  �%)�!"� b(n1, n2)+ �� ���!��E��
��"7 #!#���7 %���,�!B ��&�A�)

M1−1∑
m1=0

M2−1∑
m2=0

b(m1,m2)r(m1,m2; q1, q2) = 0,  %A 0 ≤ mi < Mi, �%� (m1,m2) �= (0, 0),

������

r(m1,m2; q1, q2) =
∑

(n1,n2)∈R

∑
d(n1 − m1, n2 − m2)d(n1 − q1, n2 − q2). ������

�!#���7 ��&�A�) ��(�� '��!#��! 7 �����%)���7 &!$%A �

M1−1∑
m1=0

M2−1∑
m2=0

b(m1,m2)r(m1,m2; q1, q2) = −r(0, 0; q1, q2),  %A 0 ≤ qi < Mi, �%� (q1, q2) �= (0, 0),

����F�
<�'&�A'�" =�E8 #!#���!  �E "��6�=�E��!  �%)�!"� {b(n1, n2)} _�� '��,�! "��6�=�E��!
H!#�%)�!"� {b(n1, n2)}+ ��(�� #"��!#���!#) �!�+ P�

a(n1, n2) ∗ x(n1, n2) = b(n1, n2) ∗ y(n1, n2), ���
��

� ��"�( �!�+ P� x(n1, n2) = δ(n1, n2) �� y(n1, n2) ≈ d(n1, n2) C� � ��E��

a(n1, n2) ≈ b(n1, n2) ∗ d(n1, n2). ���
��

@���&�$�� ���� 7 K��"#� E ��+ P�  %A &� M7"���A "��6�=�E���& ��A��8 6���!
���%�'�=�8 ����� %!M� ��'&�A'��! #!#���7 %���,�!B ��&�A�) � ��M�$� ��"7+ =�, #��#��
������'7E �� �#�!��� '��H���A ��'�!=� y(n1, n2) − d(n1, n2)+ � ,�$� �� !6�"�&��� #����
 �)�"&� ���!H�� '��H���A O�%)M ��$�+ ?.-�6�%)��!+ P� #!���'�&��� 7 ��"!, #��#��+
��(7�) &!A&!�!#) ��#��,"!�!



���'� 1���) � ����������� � ����� ���

���&��� B���������� #���� �����(� 
( ����������7 	
������
�7

.�M!, ���� #!���'7 O.-�6�%)���& '� "�!����E� �����7�7 #��� �)�"&� ���!H��8
��B!�"! '��������&��� K�7 �� /��#��� v w ��� E ��'&!����A ���� 7 � ���!6�"�=�8
� ��&!����!B #!#��� � ��%A$�E 7 ���7+ P� ����� ��B!�"! '��!#7E�)#A 7 6���� #!#���!
%���,�!B ��&�A�)+ A"� ��'&�A'7��)#A �� "�(��, �����=�8 &� ��#�� ���������& 6�%)���
{a(n1, n2), b(n1, n2)}

@�'��H!��
G(ω1, ω2) =

1
B(ω1, ω2)

. ���
��

� ���#����&�, ��%�#��
e2 =

∑
n1

∑
n2

e2(n1, n2), ���
G�

��!H��7

e(n1, n2) = g(n1, n2) ∗ [a(n1, n2) ∗ x(n1n2) − d(n1, n2) ∗ b(n1, n2)]. ���
��

�� �����=�,��� ���!��'�=�E�  %A ��H!#%���A ��#%� �&��#�� g(n1, n2) �� ����H��, ������
=�8 ��(�� &!"��!#���! b(n1, n2) �' ������ �)�8 �����=�8 @�#%A =)�$� ��(�� ��'&�A'��!
#!#���7 %���,�!B ��&�A�) � � ��(��! ��&� '��H���A {a(n1, n2), b(n1, n2)} @�!��&�AE��
 � �7%A H�#�!��� ��B� �� &!��'7 ���
G� J��!��E��∑

n1

∑
n2

e(n1, n2)
∂e(n1, n2)
∂a(p1, p2)

= 0, ���

�

∑
n1

∑
n2

e(n1, n2)
∂e(n1, n2)
∂b(q1, q2)

= 0, . ���
;�

?�&�("� ����&��!�!+ P� H�#�!��� ��B� �� &!��'7 ���
��+ A"� &!"��!#��&7��)#A &
���

�+ ����) &!$%A 

∂e(n1, n2)
∂a(p1, p2)

= g(n1 − p1, n2 − p2) ∗ x(n1 − p1, n2 − p2), ���
��

∂e(n1, n2)
∂b(q1, q2)

= −g(n1 − q1, n2 − q2) ∗ d(n1 − q1, n2 − q2), ���
��

��#%� �&��#�) g(n1, n2) �� '����E�)#A �� H�# ����H��8 �����=�8 ���� &� M7"7E�)#A '
b(i−1)(n1, n2) �' &!"��!#����A� ��"7�#!&��$� &!��'7

g(i)(n1, n2) = δ(n1, n2) −
M1−1∑
n1=0

M2−1∑
n2=0

b(i−1)(n1, n2)g(i)(n1 − q1, n2 − q2). ���
F�

.#�!��� H�#�!��� ��B� �� &� e(n1, n2) �� b(n1, n2) ����) &!$%A 

∂e(n1, n2)
∂b(n1, n2)

= v(n1 − q1, n2 − q2), ���;��

 � v(n1, n2) 0 ��'7%)��� ��������$� �����&�����A D7��E 67�"=�8

V (ω1, ω2) =
−A(ω1, ω2)X(ω1, ω2)

B2(ω1, ω2)
.

@�#%A ��$�+ A" ������!&�� ��H!#%���A+ P� Q�7��7��)#A �� &!��'�B ���

�+���
;�+
���
��+ ���
�� '��$%!#A+ ��(�� &!"��!#���! ��'7%)�7�H� ��������! 6�%)��� 7 A"�#��
��H��"�&�$� ���%!(���A  %A ��&����!B ������!&�!B ��H!#%��) �' &!"��!#����A� &!�
��'7 ���;�� <�&�A��A+ P� ��'&�A'7��)#A �� "�(��, �����=�8+ �7 7�) '��&7 %���,�!�!

.�����!&�!, ���� �' ������ �)�� 6�%)���=�E� �� ���"�!=� '��$�E�)#A '��H�� #"��
��M�+ ��( ��%)M '�$�%)�� ���� ! ���!��'�=�8+ ����!"%� + ���� D%��H��� � @�7�%� v
w



��� ��� ;������������ ��������� ���%���

���'� 0����& � +������	! �3����	

/��� ! #!���'7 7 H�#�����, ��%�#�� E ���7%A��� '  &�B ��!H!� @� ���M�+ ����"#!�
�7�H7 67�"=�� Y (ω1, ω2) %�$"� '��!#��! 7 &!$%A � 67�"=�8 &� ���������& 6�%)��7+ P�
 �'&�%AE %�$"� ��H!#%�&��! �7 )�A"� ��B� �� @�  �7$�+ H�#�� ����%AE�)#A+ P� '� ���
�� &#� B���"���!#�!"! ��������$� &� $7"7 ?���!"%� + ��# ��(� =�"�&!�! ��%)"! ���!�
����A ����B� ��8 ���%��7 ! &� $7"7+ � ,�$� 6�'�&� B���"���!#�!"! ��#7��E&� C�"��7
H�#�"�&��7 ��!#7 %�$M� '� �&�%)�!�! 7 H�#�����, ��%�#��

��$�%)�� ���� ! ������'�=�8+ A"� ��'$%A �%!#) ����M�+ ��(�� &!"��!#���! �  %A ���
����'�=�8 ��B!�"! & H�#�����, ��%�#�� ��'&!H�, �� #7��&7&���A ��B!�"! &!"��7E�)#A
'� #"��H����� "�%)"�#�� &� %�"�& & H�#�����, ��%�#�� '���#�) ����$�7&���A �� "&� ���7
−π ≤ ω1, ω2 < π 	�%�+ '�'&!H�, &� %�"! ��'�� �%��� ��&�������+ ���7  %A ��H!#%���
�A Y (ω1, ω2) ��(�� &!"��!#���!  &�&!����� O@D 	%A &!�� "7 #��� �)�"&� ���!H��8
��B!�"! '� �H� '&� !�)#A  � ������'�=�8 67�"=����%7 ��B!�"! ����"#!��=�8

Ja =
∑

k

W (ω1k, ω2k)
[

A(ω1k, ω2k)
B(ω1k, ω2k)

− D(ω1k, ω2k)
]2

. ���;��

 � W (ω1, ω2) 0 &�$�&� 67�"=�AT (ω1k, ω2k) 0 '��H���A H�#���+  %A A"!B ��E �7�! &!"�����
������'�=�A+ , A" � ����M�+ X(ω1, ω2) = 1

���,��� 6������# �����(� �� �#��
���
 �� �������� �#��
����

D7�"=����% ���;�� E ���� &� B!%���A ��������8 67�"=�8 &� $7"7 D(ω1, ω2) &� 6��
"�!H��$� &� $7"7 6�%)��� Y (ω1, ω2) Y"P� ��� ����� '���'��H!�! ��%)"! &� ��&� ��#�)
���%��7 ! ���� "&� ���7 ���%��7 !� &� $7"7 6�%)��� B���"���!#�!"�� ��������$�  �,�
#��$� &� $7"7 D(ω1, ω2)+ �� ��# �� =�"�&!�) 6�'�&� B���"���!#�!"�+ ��� B���"���!#�!"�
$�7��&�8 '���!�"!+ ��� �! ��(�E�� &!"��!#���! ���%�'�=�� �' �7%)�&�� 6�'��

� '�$�%)���7 &!�� "7 ��(�� &!'��H!�!  �A"7 67�"=�� &� Y (ω1, ω2)+ A"� ��E �����
"#!�7&��! �������!, &� $7" D(ω1, ω2) C� � '� �H� ���!��'�=�8 '&� !�)#A  � ������'�=�8
 �A"�$� 67�"=����%7 ��'�!=� f(Y ) − D /���� ��B!�"! �7 �

Ja =
∑

k

W (ω1k, ω2k)
[
f

(
A(ω1k, ω2k)
B(ω1k, ω2k)

)
− D(ω1k, ω2k)

]2
. ���;��

C����  %A &� M7"���A "��6�=�E���& 6�%)��� {a(n1, n2), b(n1, n2)}+ P� ������'7��) 67��
"=����%+ ��(�� #"��!#���!#A '�$�%)�!�! �%$��!����! ���!��'�=�8+ ��"!�! A" �%$��!�
��! D%��H���0@�7�%� ��� 9�&�����$�0/��"&�� �� v w+ ��� ���� ��! %�����!'�=�8 L%�
6�%)��+ P� #!���'�&��� 7 ��"!, #��#��+ ��(� &!A&!�!#) ��#��,"!�

���,��� ?����( @B�.	
����� 
( �������7 	�(�7 � $������
� �0����


I�#�� ��#��%!&� ��! �����=� '����(��)� �������� 6�%)���=�A #!$��%7 6�%)���� �'
#!����!H�!� ���7%)#�!� &� $7"�� C�"� 6�%)��! ����) H�#����!, &� $7" �'  �,#�!�!
'��H���A�!+ ��� �' �7%)�&�� 6�'��

I�#����!, &� $7"  &�&!�����$� ?.-�6�%)��� �' �7%)�&�� 6�'�� ��(�� '��!#��!
7 &!$%A �

H(ω1, ω2) =
A(ω1, ω2)
B(ω1, ω2)

=

N1∑
n1=−N1

N2∑
n2=−N2

a(n1, n2)e−iω1n1−iω2n2

M1∑
m1=−M1

M2∑
m2=−M2

b(m1,m2)e−iω1m1−iω2m2

���;G�

J#"�%)"! a(n1, n2) = a(−n1,−n2)+ b(n1, n2) = a(−n1,−n2)+ 67�"=�8A(ω1, ω2) �� B(ω1, ω2)



���*� 1���) � ��������� � ����� ���

��(�� '��!#��! 7 &!$%A �

A(ω1, ω2) =
∑
n1

∑
n2

a′(n1, n2) cos(ω1n1 + ω2n2), ���;��

B(ω1, ω2) =
∑
m1

∑
m2

b′(m1,m2) cos(ω1m1 + ω2m2), ���;
�

 �
a′(0, 0) = a(0, 0)+ a′(n1, n2) = 2a(n1, n2)  %A (n1, n2) �= 0T
b′(0, 0) = b(0, 0) = 1+ b′(m1,m2) = 2b(m1,m2)  %A (m1,m2) �= 0
�!���'  &�&!����!B ?.-�6�%)���& �' �7%)�&�� 6�'�� ��(�� &!"����! '�  ����

��$�� �����&�����A /�"��%�%%���+ P� '�#��#�&7E�)#A  � ��%�����& 7 H!#�%)�!"7 ��
 �%)�!"7 � ��&!�����$� ?.-�6�%)��� �' �7%)�&�� 6�'��

?�B�,+ ����!"%� +

H(ω) =
A(ω)
B(ω)

=

N−1∑
n=0

a′(n) cos(ωn)

M−1∑
m=0

b′(m) cos(ωm)
=

N−1∑
n=0

a′(n)Tn[cos ω]

M−1∑
m=0

b′(m)Tm[cos ω]
, ���;;�

 � Tn[x] 0 n�, ��%���� I��!M�&� C� � ��(��+ '������H! cos ω  &�&!����!� ��!$����
����!H�!� ��%������ ��%�$� ���A "7 �' �7%)�&�� 6�'�� F (ω1, ω2) ���!���!  &�&!�
����!, H�#����!, &� $7"

H(ω1, ω2) =

N−1∑
n=0

a′(n)Tn[F (ω1, ω2)]

M−1∑
m=0

b′(m)Tm[F (ω1, ω2)]
=

A(ω1, ω2)
B(ω1, ω2)

. ���;��

?���!"%� + 7 A"�#�� &� $7"7 #!����!H��$� � ��&!�����$� 6�%)��� ��(�� &!����!
"&� ��� ���%��7 ��8 B���"���!#�!"! � ��&!�����$� =!6��&�$� 6�%)��� O�����&����
�!(��B H�#��� N�, H�#����!, &� $7" ��!#7E�)#A 67�"=�E�

H(ω) =
1

1 +
[

tg(ω/2)
tg(ωc/2)

]2N
, ���;��

 � ωc 0 H�#���� '��'7 �!"��!#��&7�H! ��!$�������!H�� ����(��#��+ ��(�� &!��'!�!
H(ω) A" 67�"=�� cos ω1

H(ω) =
(1 + cos ω)N

(1 + cos ω)N + α(1 − cos ω)N
, ���;F�

 �

α = ctg2N (ωc/2) =
(

1 + cos ωc

1 − cos ωc

)N

.

C���� ��(�� �� #��&!�! '���#�) cos ω  &�&!����7 67�"=��

F (ω1, ω2) = 0, 5[−1 + cos ω1 + cos ω2 + cos ω1 cos ω2] ������

� ���!���! H�#����!, &� $7" ��,(� "�7$�&�$� #!����!H��$� ?.-�6�%)��� �!(��B H��
#���

?� "�(���7 "��=� �����=�,��8 ���%�'�=�8 ����B� �� 6�%)��7&��! #!$��% 6�%)����
�' H�#����!� &� $7"�� &!$%A 7

C(ω1, ω2) = 1 − λB(ω1, ω2). ������



��	 ��� ;������������ ��������� ���%���

���(� 2���
�

� ?�B�, E "�#"� �!,  &�&!����!, ?.-�6�%)�� ' ���� ���H��� 67�"=�E�

Hz(z1, z2) =
α

Bz(z1, z2)Cz(z1, z2)
,

 � α 0  �,#�� H!#%� @��� ��H�E�)#A+ P� "��6�=�E��! {b(n1, n2), c(n1, n2) ��"�(
 �,#�� �"%� ��) #!#���7 '  &�B ��'�!=�&!B ��&�A�)+ A"7 ��(�� &!"��!#���!  %A
&� M7"���A &!B� ��$� #!$��%7 "�#"� 7 '  &�B 6�%)���& �' ��'7%)�7�H�� ���� ��
��H��� 67�"=�E� Hz(z1, z2) �' &B� �!� #!$��%�� x(n1, n2)

� ?�B�, Hz(z1, z2) = 1/(1 − 0, 25z−1
1 − 0, 5z−1

2 ) ���, ��) &� ��&� �7 �����=�,�7 ����
%�'�=�� 7 ���#���� #!$��%7

�� ���, ��) ���(!�7 c(n1, n2)T

�� ?�B�, yi(n1, n2) �'��H�E &!B� �!, #!$��% ��#%A i�8 �����=�8 �� y0(n1, n2 = x(n1, n2) =
δ(n1, n2) ���, ��) y1(n1, n2) �� y3(n1, n2)



��!%��8� ��,

v�w E������� ,< ����!#�!H�#"!, ���%!' &������yB �A �& 0 /1 /!�+ �F�;0 �

 #

v�w E'��� 1<* ��� !<�< J���$���%)�y� �������'�&��!A ��! �������"� =!6��&yB
#!$��%�&0 /1 �&A')+ �F��0 ��� #

vGw ;��� %�<* %������� >< L��%!' &������yB �A �& @��$��' ! 7���&%��!� 0 /1
/!�+ �F��0�y��0 ��; #0 �y��0 �F� #

v�w >��� ;<* �F)��� B< N!6��&�A �������"� #!$��%�&0 z1 ��& �� !�+ �F�G0 G;� #

v
w >���������� -<$<* $��" ��� ;<%<* 5���� $<1< N!6��&�A �������"� #!$��%�&1
����&�H�!"0 z1 <� !� ! #&A')+ �F�
0 G�� #

v;w %������ %<* $������ �< N!6��&�A �������"� ���$�����yB #!$��%�&0 /1 /!�+
�F��0 ��� #

v�w %�# >< <7"�&� #�&� " ���"�!H�#"��7 ��!�����!� �������'�&��!A 9��%�#� ! {�
�������'�&��!A0 /1 ?�7"�+ �F��0 ��� #

v�w %������� ><* ����� %< ���"���%)�y, ���%!' ! �$� ��!%�(��!A 0 /1 /!�+
�F��0�y��0 G�; #+ �y��0 ��� #

vFw D��������) !<A<* :�������� �<$<* !� �<5< ����������� ���� ! ��!"%� ��8 ���
�����!"! 0 �!8&1 L"� ������� !"�+ ����0 ��� #

v��w D�������) !<A<* G�������� �<1<* !� E<5< ����)�����y� ���� y ��!"%� ��,
�������!"! <��%!'�=!A 0 �1 �"��8�#)"!, %����!#+ C�+ ����0 ��� #

v��w -�� >< L��%�$�&y� ! =!6��&y� 6!%)��y <�#H�� ! ��!�����!� 0 /1 /!�+ �F��0

F� #

v��w �������)� E<�<* 4�
�� �<�< N!6��&�A �������"� #!$��%�& 0 /1 �&A')+ �F�F0
��; #

v�Gw 5�� ���< H< �������)�� @�!�����!� =!6��&�, �������"! #!$��%�& 0 /1 /!�+
�F��0 

� #

v��w 5�� ���< ,��� � ><* $���I =< ��&�������A ����!A 6!%)���& ! !B ����"�!��&��
�!� 0 /1 /!�+ �F��0 
;� #

v�
w ������� -<* >��� ;< C���!A ! ��!�����!� =!6��&�, �������"! #!$��%�& 0 /1
/!�+ �F��0 ��� #


